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QUESTIONS   D'EXAMEN; 

Par  un  Professeue. 


Soit  proposé  de  tromper  le  lieu  des  points  pour  lesquels 
deux  normales  à  une  conique  font  un  angle  donné. 

Comme  par  un  point  donné  on  peut  mener  plus  de 
deux  normales  à  une  conique,  il  suffira  de  remarquer  que 
langle  des  tangentes  étant  égal  à  celui  des  normales,  ou 
bien  supplémentaire,  il  sera  facile  de  déduire  le  lieu  de- 
mandé, du  lieu  formé  par  les  points  d'où  Ton  peut  mener 
à  une  conique  deux  tangentes  faisant  un  angle  donné,  et 
Ton  reconnaîtra  tout  de  suite  que  dans  les  deux  cas  l'équa- 
tion appartient  à  un  angle  donné  ou  à  son  supplément. 

Pour  le  problème  des  tangentes,  si,  le  point  du  lieu 
étant  (a,  (3),  on  élimine  j'^  entre  l'équation  de  la  conique' 
et  celle  de  la  droite  y—^^=:=.  t[x  —  a),  en  exprimant 
que  les  valeurs  de  x  sont  égales,  on  obtiendra  une  équa- 
tion 

P^--hQf4-R=o, 

oùP,  Q,  R  sont  fonctions  de  a  el|3.  L'équation  du  lieu  sera, 
eu  représentant  par  t^ ,  t^  les  coefficients  angulaires  des 


(6) 
deux  tangentes  et  par  m  la  tangente  de  leur  angle, 


=  /iî. 


I  4-  r,  r, 
ou  encore,  en  faisant  disparaître  le  radical  de 

f  » f2  —  p ? 

(i)  Q»— 4PR  =  //i»(PH-R)% 

de  sorte  que  Téquation  ne  changeant  pas  avec  le  signe  de 
m,  elle  convient  à  des  angles  supplémentaires. 

Comme  on  peut  déterminer  les  coefficients  angulaires 

des  normales 5 en  a  et  /3,  et  de  même  les  coor- 

données  des  points  de  contact  des  tangentes,  on  aura  deux 
équations  (2),  (3)  en  a^  (3,  X  et  Y  en  représentant  par 
(X,  Y)  le  point  de  croisement  des  normales. 

L'élimination  de  a  et  (3  entre  (1),  (2)  et  (3)  donnera 
le  lieu.  Pour  la  parabole  le  calcul  est  assez  simple,  l'éli- 
mination de  P  conduira  à  deux  équations  de  forme 

a»-4-La*-f-M  =0,      a^-h  NaH-0=O, 

où  L,  M,  N,  O  sont  des  fonctions  de  X  et  Y,  et  Ton  tom- 
bera sur  une  équation  du  quatrième  degré. 

L'élimination  est  probablement  plus  longue  pour  le  cas 
des  coniques  à  centre. 

M.  Serret  a  proposé  le  cas  de  la  parabole  et  de  l'angle 
dont  la  tangente  m  =  i . 


(7) 


tlIESTIONS  D'EXAMEN  (fiGOLB  POLYTEGHNIQVE,  18S0); 

Pak  h.  F.-A.  BETNÂG, 

Professeur. 


I.   Quel  est  le  plus  grand  des  nombres 

Considérons  les  deux  nombres  Ç^n,  """"^n  -+-  i  •,  pour  les 
comparer,  réduisons-les  au  même  indice,  il  vient 


'»(*-«-0/3nri    "("-^-o 


On  peut  comparer  les  quantités  soumises  aux  radicaux, 
après  les  avoir  divisées  par  7i",et  on  a  les  deux  nombres  n 


^^(-^y 


Or, 

\         nj  1.2  1.2.3 


en  outre,  on  connaît  les  résultats 

^   \  V  1-2  I  .2. 


-+-... <3. 


Cela  posé,  observons  que  pour  71  =  2  la  seconde  ra* 
cine  ou  y^3  est  plus  grande  que  la  première  ou  I/2  5  pour 

7i  =  3onan>  (  i-i--)  >  donc  la  première  racine  ou  {^3 

est  plus  grande  que  la  seconde  ou  (/4  ]  pour  »  >  3  la  pre- 


(8) 
mière  est  toujours  plus  grande  que  la  suivante,  on  a  donc 

J^Î<î/3>:/4>{/5>..... 
Donc  '  3  est  le  plus  grand  terme  de  la  série. 

n.  Toute  puissance  entière  d^une  somme  de  deux 
carrés  est  elle-même  une  somme  de  deux  carrés. 

En  effet,  on  a 

{a-^b  sj'^i  )"  =  A  -h  B  V" , 
(f,  —  ^  ^ZT,  )«"  =  A  —  B  v'^- 

Multipliant  membre  à  membre,  on  a 

(a2  4-è»)-.^A»-4-B*. 

III  iT  Calcul  de  la  somme  des  coefficients^  pris  de 
4  en  4>  dans  le  déi^eloppement  de  (x4-a)". 

La  question  renferme  quatre  inconnues,  car  on  peut 
faire  la  somme  à  partir  du  premier  terme,  du  deuxième, 
du  troisième  ou  du  quatrième. 

Posons  a:  =  1 5  a  =  ^ — i,  on  a 


(H-^— I)"=I-hwv/— 


lw{lw  —  i) 


I  .2 

ml  m  —  i)  (/w  —  a)      , 

1.2.3  ^ 

Désignons  par  Si  la  somme  des  coefficients  de  rang 
4n  -f-  I,  n  pouvant  être  nul,  par  S,,  S»,  S4  celles  de  rangs 
4n  H-  2,  4^^  -i-  3,  4^.  On  a 

(i)        (i^-v/^)'»  =S.-hS,v/^-S3-S,  v/^, 


(9) 
On  saîl  que  la  somme  2"*~*  des  coefficients  des  termes  de 
rang  pair  égale  celle  des  coefficients  des  termes  de  rang 
impair,  donc 

S,  -f-  S3  ==  a»"-',     S,  -f.  S,  =  a*"-'. 

Ajoutant  et  retranchant  successivement  (1)    et   (2),   on 
trouve 

(,  +  v/— ;y"-H(.-v/rTr 

s, -  s,  =  (■+v/~)"'-(— s/~r 


2  y/ — I 
De  ces  résultats  on  conclut  facilement 

s.  = ^^ , 

s,_ ^ , 

2"v^~+(iH-v/37r-(i-v/3T)'"     .- .. 

•Sa —  ■ ; — . > 

4v— I 
^  _  ^«  ^ziT-  (1  +  s/^"'+  (.  -  V^" 

«-  473r ■• 

Ces  quatre  valeurs  sont  réelles,  car  V —  i  disparaît  dans 
les  réductions. 

IV.  Dans  quelles  conditions  le  quotient 

(j?-f-  i)"»  — x^ I 

^c^Hh^-f-  I 
est-il  entier? 

Il  faut  et  il  suffit  que  les  racines  de  l'équation 

A"'  -h  X  -h  I  =  O 


(lo) 
vérifient  Téqu^itioii 

( jr  H-  l)"*  —  j:*  —  I  =  o. 
Ces  racines  sont  les  imaginaires  conjuguées 

— >^/=^3; 

2  2 

il  suffit  de  trouver  les  conditions  pour  que  Tune  d'elles 
vérifie  la  deuxième  équation.  Observons  que  ces  valeurs 
sont  les  racines  imaginaires  cubiques  de  Tunité 

22'  22' 

de  plus 

a  -H  I  =  —  a'. 

Cherchons  donc  les  valeurs  de  m  pour  lesquelles  on  a 

(1)  (— a')«_a*— I  =0. 

m  désignant  un  entier  quelconque  peut  être  mis  sous 
l'une  des  formes 

6/?,    6/?±i,    6/7  ±2,    6/H-3. 

I*  m  =6/?; 

le  premier  membre  de  (i)  se  réduit  à  —  i. 

2°  /w  =  6/?  H-  I  ; 

(  —  «*)•/>+•  ==  ,  X  (—  a»)'  =  — a%      —  aV-»-'  =  —  a; 

le  premier  membre  de  (i)   se  réduit   à  —  a* — a  —  i, 
quantité  nulle,  puisque  a  est  racine  de  Téquatiou 
jf'  -h  x  -H  I  =  o, 
3®  w  =  6/?  —  I  ; 

(  _  a')V-  =  (  _  a')-'  =  -  ^,,      (  -  «)V-'=  -  i; 


(") 

le  premier  membre   de  (i)   se  réduit  à' ^ i  *, 

comme  on  a 

«a»  =  I ,      --  =  a      et     -  =  a^ 
a'  a 

le  premier  membre  est  —  a  —  o;' —  i ,  quantité  nulle. 

4°  /Il  =;  6/s»  -f-  2  j 

(  -.  a^)«P+»=:  {—  a»)»=  a,      (—«)•/»+'=:  —  a% 

le  premier  membre  de  (i)  se  réduit  à  a  — a* —  i ,  quantité 
qui  n'est  pas  nulle.  ^ 

5°  /w  =  6/>  —  2  ; 


le  premier  membre  se  réduit  à-— —  —  i,oua* — a  —  i, 

quantité  qui  n'est  pas  nulle. 

6"  w  =  6/?  -t-  3  ; 

le  premier  membre  de  (i)  se  réduit  à  ( — a')* — a* — i 
ou  —  3. 

Pour  /»  =  3,  on  a 

Sx»  -f-3a:  =  o, 

équation  dont  les  racines  sont  réelles.  Donc,  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  quotient  proposé  soit 
entier  est 

/w  =  6/?  ±  I . 

V.  j4 ppUquer  la  formule  du  binôme  au  développement 
rfe(aH-b)-*. 

Dans  le  développement 

mi  m  —  1  ) 


(  la) 
remplaçons  m  par  —  i,  on  trouve 

(a  -f-  ^)-'  =  fl-'  —  a-^b  4-  a-^b^  —  a^'b^  -4-  .  . . 
ou  bien 

a       a^       a^        a^  ^        '    aP'^^ 

Le  second  membre  est  composé  d'un  nombre  illimité  de 
termes,  puisque  les  exposants  de  a  vont  en  croissant  au 
delà  de  toute  limite  en  valeur  absolue. 

Le  premier  membre  a  une  valeur  6nie ;?  il  en  ré- 

suite  qu  il  ne  peut  être  égal  au  second  que  tout  autant 
que  celui-ci  forme  une  série  convergente,  ce  qui  ne  peut 
avoir  lieu  que  si  l'on  suppose  a  plus  grand  que  b.  Pour 
a^b^  le  second  membre  est  la  somme  des  termes  d'une 
progression  géométrique  décroissante  indéfiniment  dont 

la  raison  est »  par  conséquent  elle  a  pour  valeur  li- 

T 

niKe r  = 7- 

b         a  -^  b 

a 

Il  résulte  de  cette  analyse  que  la  formule  du  binôme  est 

applicable  au  développement  de  (a  +  A)~*,  pourvu  que 

la  série  soit  ordonnée  par  rapport  aux  exposants  négatifs 

croissants  en  valeur  absolue  du    plus  grand  des  deux 

termes  a  et  b, 

VL  Proui^er  que  le  logarithme  népérien  de 
COSX  +  v^— I  sinx 

est  X  v' —  I .  

Prenant  la  dérivée  de  L  (cosx  -h  s] —  i  sinx),  on  a 

,,  .         ,  .       ,        — sinjc  H-v'— I  cos.r 

dei  IV .  L  (cos.r  4-  v'  -—  I  sin  x)  = 7=^-^. ' 

cos.r  -h  y — I  sinjr 


(  »3  ) 
Muliipliâiil  les  deux  termes  du  second  membre  par  la 
conjuguée  du  dénominateur  et  réduisant,  on  trouve 

dériv.L(cos:c  4- V^ — isinj?)  =  v^ — i. 

On  trouve  de  même 

dériv.L(cos^  —  y  —  i  sinx)  =  —  ^ — i . 

La  fonction  primitive  de  y^ — i  est  x  ^ — 1-I-C5  pour 
x=  o,  le  logarithme  est  nul,  donc  C  =  o,  et  l'on  a 

L(cosj?  4-  v/  — 1  sinx)  =  x^'^^ 
L(cosx  —  \/ — I  sinx)  =  —  .r  ^ — 1. 

Observation.  Remontant   des  logarithmes  aux  nom- 
bres, on  déduit  de  ces  deux  résultats 

cos:i:  -f-  v^ —  i  sin x  =  e*^^^ 
cosx  —  ^— I  sin X  =  er-*^-*  ; 


par  suite 


cos.r  = 


^v/-.  _^  e-"^-' 


2 
V3Î .,-x/r; 


smx  = 


tangx  = 


^vc:i_^-xv^-. 


Pour  X  =  271, 

COS27r  =  l,      S.in27r=:0, 

et  Ton  a 

Conséquences.  i°  On  a  trouvé 


2  2.3 


_(  '4) 

remplaçant  x  par  x  ^ —  i ,  on  a,  pour 

i!*^-^   on  cosir  -h  ^—  i  sinx, 
le  développement     • 

C08X  -h  V^—  ï  sin^  =  i  +•  x  y  —  i r 

'^  '  1.2  1.2.3 

H ^j-,  4-..; 

1.2.3  4 

égalant  séparément  les  parties  réelles  et  les  coefficients 
des  imaginaires 


I .2        I .2.3.4 
sinx  =  jr  — 


1,2.3       I .2.3.4-5 

1^   Le  logarithme  d^une,  quantité  négatwe  est  une 
quantité  imaginaire. 

Toute  quantité  imaginaire  peut  se  mettre  sous  la  forme 

a  -\-  b  ^ —  I  =  p  (cos.r  -h  \f —  I  sin  x), 
sous  la  condition 

pz=:sJa^-^bK 

On  a  donc 

.    / —  •         /i-h^v/— I      _^:rr 

cosx-4-  V—  I  smx  =  — ,  =e'^y     \ 

V^/i»4-  b' 

Observant  que  Ton  a  identiquement 


on  peut  écrire 


(  i5  ) 
remplaçant  x  par  2 An  -h  x,  il  vient 

d'où  roii  déduit 

Si  on  suppose  successivement 

^  ==  o,     «  >  o, 

^  =  o,     a<^o, 
on  trouve 

L//  =  La  -h-aA-TT^ —  I, 

L( — a)  =La  H-(2X-  -M)tr^ —  i. 

Ces  résultats  apprennent  qu'une  quantité  a  une  infinité 
de  logarithmes,  et  que  le  logarithme  d'une  quantité  né- 
gative est  nécessairement  imaginaire. 

THÉORÈIIS  SUR  LES  RACINES  ÉGALES; 

Par  m.  L.  PAINVIN. 


i"  Pour  qu'une  fonction  homogène  à  deux  variables 
et  de  degré  n  soit  la  puissance  n'^"*'  d'un  binôme,  il  faut 
et  il  suffit  que  son  hessien  soit  identiquement  nul. 

2^  Pour  qu'une  fonction  homogène  à  deux  variables 
et  de  degré  n  admette  une  racine  du  degré  [n —  i)  de 
multiplicité,  lorsqu'on  Tégale  à  zéro,  il  faut  et  il  suffit 
que  son  hessien  soit  la  puissance  exacte  d'un  binôme,  ou, 
en  d'autres  termes,  que  le  hessien  du  hessien  soit  identi- 
quement nul. 

3^  Pour  qu'une  fonction  homogène  à  deux  variables 


(.6) 
soit    le  produit  des  puissances  de  deux  binômes,  par 
exemple 

u  =  (m,  jr,  -h  w,  x^y  (/î,  Xi  -h  /ta  Xi)9y 

il  faut  et  il  suffît  que  le  carré  de  la  fonction  soit  exacte- 
ment divisible  par  le  hessien  de  cette  fonction,  et,  en 
outre,  que  le  rapport  du  hessien  du  quotient  à  ce  même 
quotient  soit  identiquement  constant. 


SUR  LA  DÉNOMINATION  DU  LITRE. 


En  grec  hrpçc  est  un  poids,  livre  de  douze  onces;  i  dé- 
cimètre cube  d'eau  distillée  à  4^  pèse  i  kilogramme, 
et  l'on  a  transporté  â  ce  volume  le  nom  litre  d'un  poids 
grec.  C'était  aussi  une  petite  monnaie  de  la  valeur  de 
deux  oboles,  à  peu  près  3o  centimes. 


SDR  LA  QUESTION  DU  GRAND  CONCOURS  DE  1859 

(Tolr  t.  XVIlî,  p.  M5). 


Cette  question  a  été  résolue  en  i855,  pour  la  parabole, 
par  le  révérend  G.  Salmon  (Conic  Sections j  p.  i94) 
3®  édit.,  i855),  et  le  même  auteur  donne  les  formulés 
pour  résoudre  le  cas  général,  p.  i6i. 

(Communiqué  par  M.  Desboves.) 

Le  savant  géomètre  anglais  n*a  mentionné  cette  ques- 
tion qu'eu  passant,  pour  servir  d'exemple,  se  contentant 
d'indiquer  des  formules  qui  mènent  immédiatement  à  la 
solution  générale,  et  qu'on   n'ignorait  pas  ici  en  i855. 


(  '7  ) 
Mon  fils  le  premier  a  donné  une  solution  analytique  gé- 
nérale développée  (t.  XVIII,  p.  ^77)  delà  question  445 
(fue  j'ai  proposée,  question  et  solution  dont  les  auteurs 
de  la  question  du  grand  concours  paraissent  n'avoir  pas 
eu  connaissance.  M.  de  Jonquières  a  donna  une  solution 
géométrique  (t.  XVIII,  p.  263). 

M.  Desboves  a  généralisé  (t.  XVIII,  p.  445;  t«  XIX, 
p.  47)5  ^^  ^  6^  Theureuse  idée  d'introduire  les  angles 
d'anomalie  excentrique  des  astronomes,  dont  Legendre  a 
tiré  un  si  bon  parti  dans  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  dont  M.  Grunert  a  fait  diverses  applications 
aux  coniques  à  l'aide  de  ces  angles  (t.  XIX,  p.  255). 
M.  Desboves  parvient  à  de  belles  propriétés,  qu'il  serait 
pénible  de  démontrer  par  une  autre  voie. 


THÉORÈME  SUft  LES  SURFACES  RÉGLÉES  (GAYLEY); 

Communiqué  par  M.  MOUTARD. 


Lemme.  Tout  plan  passant  par  un  élément  rectiligne 
d'une  surface  réglée  non  rléveloppable  est  tangent  à  la 
surface  et  n'a  qu'un  point  de  contact  situé  sur  la  droite. 

Dans  une  surface  développable,  on  ne  peut  mener  par 
un  élément  rectiligne  qu'un  seul  plan  tangent,  et  le  con- 
tact a  lieu  tout  le  long  de  la  droite. 

Définition.  La  classe  d'une  surface  est  déterminée  par 
le  nombre  de  plans  tangents  qu'on  peut,  généralement 
parlant,  mener  par  une  droite  à  cette  surface. 

.    Théorème.  La  classe  (Tune  surface  réglée  non  dév^e'^ 
loppable  est  égale  au  degré  de  celle  surface  (Cayley). 

Démonstration.  Soit  une  surface  de  degré  m\   une 

Ann.  de  Malhémat,,  t.  XX.  (Janvier  1861.)  '?. 


(  '8  ) 
droite  donnée  coupe  la  surface  en  m  points.  Par  chaque 
point  dMntersection  passe  un  élément  rectiligne;  par  cha- 
cun de  ces  éléments  et  par  la  droite,  on  peut  mener  un  plan 
tangent  (lemme,  première  partie)  pi  y  a  donc  autant  de 
plans  tangente  que  de  points  d'intersection^  donc,  etc. 
Ce  raisonnement  n'a  plus  lieu  lorsque  la  surface  est  déve- 
loppable  (lemme,  seconde  partie). 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  PROPOSÉ  POUR  lADNISSION 
A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (1860); 


Pa»  m.  taratte, 

Professeur  au  lycée'  de  Bar-le*Duc. 


Énoncé.  Étant  donnée  la  parabole  CAB,  la  sé- 
cante MÂ6  se  meut  sous  la  condition  que  les  normales 
menées  à  la  parabole  par  les  points  A  et  B  se  coupent  en 
un  point  G  de  cette  courbe.  Par  ce  point  C,  on  mène  la 
tangente  CM  qui  coupe  la  sécante  MAB  en  un  point  M. 

Gela  posé,  on  demande  de  trouver  l'équation  de  la 
courbe  décrite  par  le  point  M,  quand  la  sécante  MAB 
prend  toutes  les  positions  compatibles  avec  la  condition 
à  laquelle  elle  est  assujettie  ;  on  construira  cette  équation, 
qui  est  du  troisième  degré. 

Solution.  Par  le  point  C  passent  trois  normales  à  la 
parabole;  or  quand  on  veut  mener  par  un  point  a,  (3  une 
normale  à  la  parabole,  l'analyse  donne  une  équation  du 
troisième  degré 

(i)  /»  — 2/>(a— y»)/  — 2/?*P~o, 

y  étant  l'ordonnée  du  point  de  rencontre  de  la  normale 
avec  la  courbe. 


(  'y  ) 

Si  uous  exprimons  que  le  point  a,  (3  est  sur  la  para- 


bole,  réquation  (i)  sera  vérifiée  par  j^  =  jS,  et  son  pre- 
mier membre  pourra  se  diviser  par  j^  —  j3  :  ce  qui  don- 
nera la  relation 


U) 


/'H-P/  H-2/?'  =  o, 


à  laquelle  doivent  constamment  satisfaire  les  coordonnées 
des  points  A,  B. 

L'équation  de  la  sécante  MAB  est 


P/  =  a'(--h|^)- 


(3)  •^-•^•  =  iÎ3:S  (*-"')♦ 

et  réquation  de  la  tangente  en  C  est 

(4) 

Nous  avons  en  outre  deux  relations 

(5)  j;  =  2/?j:., 

(6)  j5=2/7ar,. 

Or  il  s'agît  d'éliminer  entre  les  équations  (a),  (3), 
(4)-»  (5),  (6)  les  quantités  variables  x,,  ji,  Xj,  /j,  pour 
avoir  l'équation  du  lieu. 

Des  équations  (5)  et  (6)  je  tire 

(rt  +  rO  (ri— rs)  =  ^p  («. — *,) 


(ao) 
ou,  en  vertu  de  la  condition  (a), 


d'où 


a:,  —  Xj  p 


L'équation  (3)  de  la  sécante  devient 

et  donne 

Pj,  4-  2;):r,  =  2/wp  -4-  Pj; 

mais   Téquation    (2)   donne   aussi,  à  cause  de  l'équa- 
tion (5), 

donc 

d'où 

_  2/>(x+/>) 

r       ' 

Remplaçant  enfin  ^  par  sa  valeur  dans  l'équation  (4), 
on  aura  Téquation  du  lieu 

Construction.  L'équation  (4)  montre  que  la  courbe 
est  symétrique  par  rapport  à  Ox,  ce  qui  était  facile  à 
prévoir  :  on  en  tire 

2p(p^-x) 

V^— 2/?(2/?  +  3a?) 

La  courbe  n'a  aucun  point  du  côté  des  x  positifs;  elle 

a  pour  asymptote  la  droite  x  = ^'  et  rencontre  l'axe 

des  X  au  point  x  =  — p'^  puis  elle  s'étend  indéfiniment 


(  a.  ) 
au-dessus  et  au-dessous  de  Ox^  car  si  on  divise  les  deux 
termes  de  la  valeur  dey  par  a:,  on  a 


^p 

y  =  ± 


et  pour  x  =  —  « ,  on  voit  que  j^  est  infini. 

D'ailleurs  l'équation  (a)  donne  pour  le  coefficient  an-^ 
gulaire  de  la  tangente 

a  = -—X 9 

2p-\-ôx 

et  pour  x  =  —  p^  on  voit  que  a  =  05  ce  point  est  une 
inflexion  de  la  courbe. 

Note  du  Rédacteur.  Il  y  a  encore  une  asymptote  pa- 
rabolique. 

Lorsque  B'  ^p',  y  est  imaginaire;  cependant  il  y  a 
des  points  réels  dans  la  cubique  (M.  Housel). 

En  faisant 

P=o 

dans  Téquation  de  la  sécante,  on  a 
x=--p; 

ainsi  la  sécante  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  Taxe 
focal  (M.  Gerono).  Toutes  les  sécantes  passant  par  le 
même  point ,  ce  problème  se  rattache  à  celui  du  grand 
concours  de  Tan  dernier. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  sécante  est 


celui  de  la  tangeule  est 

Une  de  ces  lignes  se  construit  au  moyen  de  l'autre. 

M.  Emile  Barbier,  élève  de  TÉcole  Normale,  résolvant 
la  même  question,  fait  remarquer  :  i^  que  le  centre  de 
gravité  du  triante  CAB  est  situé  sur  Taxe  de  la  para- 
bole; â^que  le  point  fixe  I,  par  lequel  passe  AB,  est 
un  point  multiple;  3^  que  les  tangentes  en  ce  point  ont 
pour  coefficients  angulaires  ±)Ji\  ^^  que  ces  tangentes 
sont  perpendiculaires  aux  tangentes  communes  à  la  pa- 
rabole donnée  et  à  la  parabole  asymptote;  5^  que  ces 
deux  paraboles  ont  le  point  fixe  I  pour  centre  d'homo- 

thèse,  et  le  rapport  d'homothèse  est  — ^• 

M.  H.  Delorme  (élève  du  lycée  Louis-le-Grand)  dé- 
montre que  la  seconde  branche  du  lieu  n'a  pas  d'asymp- 
tote. 


PROBLÈME  DU  CONCOURS  GÉNÉRAL  KN  LOGIQHE 
SCIENTIFIQUE  (1860); 

Par  m.  MOURGUES, 
Professeur  au  lycée  Napoléon. 


Etant  donnés  deux  circonférences  concentriques,  un 
diamètre  fixe,  et  deux  rayons  formant  un  angle  droit  mo- 
bile autour  du  centre,  on  mène  de  M  et  M'  des  perpendi- 
culaires, et  de  N  et  N'  des  parallèles  au  diamètre  fixe. 
Quel  est  le  maximum  de  Tangle  POP? 


(a3) 
Après  avoir  remarqué  qu'il  suffit  d'étudier 


vana- 


FlG.    I. 


lions  de  la  somme  angulaire  MOP-hM'OP',  je  décris 
une  circonférence  de  diamètre  MN,  je  mène  Vp  parallèle 
à  ce  diamètre,  et  je  substitue  à  la  somme  précédente  la 
somme  plus  commode  MOP  •+-  MO;?,  qui  lui  est  équiva- 
lente. En  effet,  les  triangles  rectangles  de  même  hypoté- 
nuse M^M^P',  MN;?  sont  égaux,  comme  équiangles  au 
triangle  MNP.  Par  suite,  les  triangles  OM'P',  OMp  ont 
an  angle  égal  compris  entre  côtés  égaux,  d'où  résulte 
réalité  des  angles  MOP',  MO;?. 

Par  là,  la  question  posée  devient  un  corollaire  de  la 
suivante  : 

Ëtant  pris  un  point  O  sur  le  prolongement  d'un  dia- 

FiG.  a. 


mètre  d'un  cercle,  et  une  corde  parallèle  à  ce  diamètre, 


{  M  ) 
comment  varie  la  somme  MOP-f-  MOpy  avec  la  position 
de  cette  corde? 

Soient  Pp^Qq  deux  positions  de  la  corde  mobile^  et 
CD  perpendiculaire  à  MN.  Des  deux  circonférences  pas- 
sant Tune  par  O,  P  et  p^  Tautre  parO,^  et  Q,  et  ayant 
une  corde  commune  au-dessus  de  MN,  la  seconde  sera  in- 
térieure à  la  première  en  dessous  de  MN,  et  coupera  CD 
en  un  point  F,  tandis  que  Tautre  la  coupera  en  un  point 
E.  Les  points  E  et  Fêtant  les  milieux  des  arcs  pEP, 
lyFQ,  OE,  OF  seront  les  bissectrices  des  angles  y^OP, 
q  OQ,  d'où  il  suit  que 

MOP  +  MO/?  >  MOQ  4-  MO^. 

Ainsi  la  somme  angulaire  considérée  croît  avec  la  dis- 
tance de  la  corde  au  centre,  et  devient  maximum  quand 
la  corde  devient  tangente. 

La  somme  OP  +  Op  varie  dans  le  même  sens,  car  elle 
n'est  autre  chose  que  le  périmètre  du  triangle  OHp.  Or, 
E  étant  le  centre  du  cercle  exinscrit  à  ce  triangle,  le 
demi-périmètre  est  la  projection  de  OE  sur  OP,  comme 
la  projection  de  OF  sur  OQ  serait  la  moitié  de  OQ  -hO^. 
Mais  la  projection  de  OE  sur  OP  étant  supérieure  a  celle 
de  OE  sur  OQ,  est  à  fortiori  supérieure  à  celle  de  OF 
sur  OQ. 

Cela  se  déduirait  encore  de  ce  fait  que  Op*  -f-OP'  a 
une  valeur  constanie,  comme  l'indiquent  les  deux  trian- 
gles OC/7,  OCP. 

Revenant  maintenant  à  la  question  proposée  en  pre- 
mier lieu,  on  voit  que  l'angle  AOM  variant  de  o  à  45**, 
MP  variera  depuis  o  jusqu'à  la  corde  d'un  quadrant,  et 
la  corde  p  P  s'éloignera  du  diamètre  MN  jusqu'à  devenir 
t£^ngente,  et  MOAdoit  égaler  un  demi-droit. 


(  "  ) 


SOLUTION  DE  LA  QIESTION  524  (PAGRB) 

(TOir  t.  XIX  ,  p.  S84)  ; 

Par  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 


Il  s^agit  de  prouver  que  la  tangente  menée  du  centre 
(tune  ellipse  au  cercle  circonscrit  à  un  triangle  qucl^ 
conque  conjugué  à  cette  ellipse,  est  égale  à  la  corde  du 
quadrant  de  f  ellipse. 

Soient  P  un  point  extérieur  à  l'ellipse  et  pris  arbitraire- 
meut  dans  son  plan  ;  L  sa  polaire,  qui  rencontre  la  courbe 
aux  points  Uj  n' \  a  le  milieu  de  la  corde  «a' 5  O  le  cen- 
tre de  la  courbe  5  AA'  son  diamètre  parallèle  à  aa\  et 
lîlV  le  diamètre  conjugué  qui  passe  par  le  point  P.  Tous 
les  triangles  conjugués  à  l'ellipse  qui  ont  un  de  leurs 
sommets  en  P,  ont  leurs  deux  autres  sommets  situés 
sur  L,  et  ces  deux  sommets  divisent  harmoniquement  le 
segment  aa!.  Ainsi  tous  les  cercles  circonscrits  à  ces 
triangles  ont  en  commun  le  point  P,  et  interceptent  sur 
L  des  segments  en  involution.  11  eu  résulte  que  ces  cercles 
ont  pour  axe  radical  commun  le  diamètre  OP  qui  passe* 
par  le  point  a,  point  central  de  Tinvolution  dont  il 
s'agit.  Soit  Q  le  second  point  commun  à  tous  ces  cercles. 
La  position  de  ce  point  Q  sur  la  droite  aP  est  déter- 
minée par  la  relation 

(1)  aP.aQ  =  afl   ; 

car  l'un  de   ces   cercles  est  évidemment  tangent   à  la 
corde  aa'  en  son  point  a. 

Le  point  O  appartenant  à  Taxe  radical  commun  à  tous 
CCS  cercles,  il  en  résulte  que  toutes  les  tangentes  qu'on 


(ad) 
peut   leur  mener  par  le  point  O  sont  de  même  lon- 
gueur O/,  et  Ton  a 

(2)     Ot  =OP.OQ  =  OP.(OaH-aQ)=OP.OaH-^.  «û  , 

otP 

a  cause  de  la  relation  (1). 

Mais  les  segments  Pa,BB^  étant  conjugués  harmo- 
niques, on  a  (Géométrie  supérieure ^  P*  47»  formules  10 
et  i3) 

OB»=OP.Oa     et     aB.aB' =  Oa.aP. 

D'ailleurs,  par  une  propriété  générale  des  «coniques 
connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Newton^  on  a  aussi 

—  a  i 

dta  OA 


aB.ccB'      Ôb" 


donc  Téquation  (a)  devient 

Ô"/=  OA»  H-  OB'  =  Ci»  +  b\ 

a  et  b  étant  les  axes  de  l'ellipse» 

Ainsi  la  longueur  de  la  tangente  est  indépendante  de  la 
position  du  point  P,  et  par  conséquent  elle  convient  au 
cercle  circonscrit  à  un  triangle  conjugué  quelcontfue. 
Enfin  on  voit,  par  son  expression,  qu'elle  est  égale  à  celle 
de  la  corde  du  quadrant  de  lellipse.  c.  q.  f.  d. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DES  QUESTIONS  494  ET  499 

(voir  t.  XVltl,  p.  444,  et  t.  XIX,  p.  48); 

Par  m.  E.  de  JONQUIÈRES. 


Lemme.  Soient  C  une  conique*,  O  Tun  de  ses  points; 
S,  S' les  sommets  de  deux  faisceaux  de  droites  homogra- 


(»7  ) 
phiques  sîtaécs  dans  le  plan  de  cette  courbe.  Si  deus 
droites  pivotantes  Om,  S  m  sont  assujetties  à  se  couper 
continuellement  eu  m  sur  la  circonférence  de  la  conique , 
la  droite  S'p^  homologue  de  Sm,  coupera  O  m  en  un  point 
variable  p,  dont  le  lieu  V  est  une  courbe  du  troisième 
ordre  clouée  d'un  point  double  en  O.  (Newton  a  énoncé 
un  théorème  à  peu  près  identique  dans  son  énumératïon 
des  courbes  du  troisième  ordre.) 

Pour  démontrer  ce  lemme,  cherchons  combien  la 
courbe  V  possède  de  points  sur  une  droite  quelconque  L. 

A  chaque  rayon  Sm  ii  correspond,  dans  le  faisceau 
homographiqne ,  un  rayon  Sp,  et  un  seul^  et  il  lui  cor- 
respond en  même  temps  les  deux  rayons  Om,  O///  qui 
joignent  le  point  O  aux  deux  points  d'intersection  /w,  mf 
de  la  droite  S  m  avec  la  conique.  Réciproquement  à  cha- 
cun ded  deux  rayons  0/w,  Om\  il  ne  correspond  qu'Hun 
seul  rayon  Sm,  et  par  conséquent  aussi  qu'un  seul 
rayon  S'^. 

Donc,  en  vertu  du  principe  de  correspondance  anhar^ 
monique  de  M.  Chasles,  les  angles  mOn/  interceptent 
sur  L  des  segments  en  involution  qui  correspondent 
atifaarmoniqnement  aux  points  d'intersection  de  cette 
droite  par  les  rayons  S/?,  et  par  conséquent  il  existe 
sur  L  trois  points  de  coïncidence  de  Tuu  de  ces  points 
avec  Tune  des  extrémités,  du  segment  correspondant.  Ces 
trois  points  (dont  deux  peuvent  d'ailleurs  être  imagi- 
naires) sont  évidemment  les  seuls  points  de  L  qui  appar- 
tiennent à  la  courbe  V.  Donc  cette  courbe  est  du  troisième 
ordre. 

En  supposant  que  la  transversale  L  soit  menée  par  le 
point  O,  on  voit  immédiatement  que  ce  point  est  un  point 
double. 

Je  passe  maintenant  à  la  démonstration  du  théorème 
qui  fait  le  sujet  de  la  question  499. 


(  ^8) 
Ce  théorème,  rectifié  dans  son  éiioucé  par  M.  Cremona, 
t.  XIX,  p.  356,  est  ainsi  conçu  : 

Sî  les  côtés  ab,  bc,  cd,  da  et  la  diagonale  bd  rTun 
quadrilatère  plan  variable  abcd  tournent  autour  de  cinq 
points  fixes  o,  p,  q,  r,  s,  les  sommets  a  et  c,  qui  sont 
au  dehors  de  la  diagonale  glissant  sur  deux  droites 
fixes  M  et  N,  chacun  des  autres  sommets  b,  d  décrira 
une  cubique. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  du  lemme 
précédent,  sans  qu  il  soit  nécessaire  de  recourir  à  la 
théorie  ingénieuse,  mais  peu  connue,  de  M.  Grassman. 

Eu  eiïct,  démontrons  que  le  point  b^  par  exemple, 
décrit  une  courbe  qui  ne  rencontre  qu'en  trois  points  une 
droite  quelconque  L. 

Soit  mené  arbitrairement  un  pi^emier  côté  aV  qui 
coupe  {j  au  point  U  et  M  en  a;  la  direction  ra  du  qua- 
trième côté  du  quatrilaière  est  déterminée.  Joignons  sV 
qui  coupe  raend'^  puis  qd  qui  coupe  N  en  c,  et  enfin  pc 
qui  coupe  oa  en  V  et  sVd  en  b. 

Si  le  point  i',  pris  arbitrairement  sur  L,  appartenait 
à  la  courbe  cherchée  V,  les  trois  points  b^V^V  coïnci- 
deraient ,  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général.  Supposons  qu'on 
fasse  varier  la  direction  de  oa\  on  aura  une  série  de 
points  a  sur  M  et  une  série  bomographique  de  points  V 
sur  L.  Donc  les  deux  faisceaux  de  droites  sV d  et  rda 
qui  pivotent  respectivement  autour  des  points  s  et  r,  sont 
homographiques,  et  le  point  d'intersection  de  leurs  rayons 
homologues,  c'est-à-dire  le  point  c?,  subordonné  comme 
il  Test  au  mouvement  de  V  sur  L,  décrit  une  conique  qui 
passe  par  les  poins  fixes  s  et  r. 

Les  droites  pivotantes  sd^  qd  sont  donc  assujetties, 
comme  dans  le  lemme,  à  se  couper  continuellement  sur 
une  conique  qui  passe  par  l'un  s  de  leurs  pivots.  D'ail- 
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leurs  la  série  des  droites  pc^  menées  du  point  fixe  p  aux 
points  d'intersection  cde  N  par  les  droites  qd^  est  homo- 
graphique  à  celle  de  ces  droites  qd. 

Donc,  en  vertu  du  lemme,  il  existe  sur  L  trois  points 
tels,  que  le  point  b  y  coïncide  avec  le  point  b'.  Donc  enfin 
la  courbe  V,  qui  décrit  le  point  b  dans  la  déformation 
systématique  du  quadrilatère,  est  du  trpisième  ordre. 

On  démontrerait  pareillement  que  le  sommet  opposé  d 
décrit  en  même  temps  une  autre  courbe  du  troisième  ordre. 

Chacune  de  ces  cubiques  est  de  forme  générale,  c'est-à- 
dire  n'a  pas  de  point  double.  Car  si  le  point  (3,  par 
exemple,  était  un  point  double  de  la  courbe  V,  ce  point 
résulterait  de  deux  manières  distinctes  de  la  construction 
ci-dessus  indiquée,  ce  qui  est  impossible  \  car^  dès  que  le 
sommet  /3  du  quadrilatère  est  donné,  la  figure  est  déter- 
minée et  unique. 

Il  suffit  d'un  peu  d'attention  pour  voir  que  la  courbé  V 
passe  par  les  neuf  points 
0,  pf  s,     MN,     {pq){or),     qs^y     rsM,     pqM,     orN  (*). 

Dans  les  six  derniers  cas,  le  quadrilatère  se  réduit  à  un 
triangle  ou  à  un  simple  segment  terminé. 

Le  théorème  qui  fait  le  sujet  de  la  question  494  est 
ainsi  conçu  : 

Soient  ABC ,  abc  deux  triangles  dans  le  même  plan  ; 
q  un  point  variable  tel,  que  les  droites  qa ,  qb ,  qc  cou- 
pent respect ii^e ment  les  cotes  BC,  AC,  AB  en  trois  points 
qui  sont  en  ligne  droite^  le  lieu  du  point  q  est  une  ligne 
dw  troisième  ordre. 

Ce  théorème  se  démontre  d'une  manière  analogue  au 
précédent. 

Cherchons  combien  le  lieu  cherché  a  de  points  sur 

{*)  Notation  Grassman.     Tm. 
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une  droite  quelconque  L.  Soil  q  un  point  de  celte  droite; 
menons  qa^  qb  qui  coupent  respectivement  BC  et  CA 
en  a  et  j3;  la  droite  aj3  couj>e  AB  en  y,  et  la  droite  cy 
coupe  L  en  un  point  q'  qui  coïnciderait  avec  q^  si  ce 
point  q  appartenait  à  la  courbe  V. 

Faisons  mouvoir  le  point  q  sur  L^  afin  de  découvrir 
combien  de  fois  cette  coïncidence  a  lieu.  Les  points  a,  j3 
marquent  alors  sur  BC  et  CA  respectivement  deux  divi- 
sions bomographiques ,  et  la  droite  a|3  enveloppe  une 
conique.  Or  de  cbaque  point  y  de  AB  on  peut  mener 
deux  tangentes  à  cette  conique,  et  chacune  de  ces  tan- 
gentes donne  lieu  sur  BC  et  AC  respectivement  à  deux 
nouveaux  points  0/,  ^\  tels,  que  les  droites  aoî^  b^/  se 
coupent  sur  L  en  un  point  </'.  Ainsi  à  cbaque  point  7,  et 
par  conséquent  à  cbaque  point  q^  de  L,  il  correspond  sur 
cette  droite  deux  points  q^  q"^  et  réciproquement  -à  cha- 
cun de  ces  groupes  de  deux  points  q^  q\  il  ne  coitcs- 
pond  qu'un  seul  point  q' , 

Donc,  en  vertu  du  principe  de  correspondance  anbar- 
monique,  les  segments  qq"  sont  en  învolution  et  corres- 
pondent anbarmoniquement  aux  points  q' .  Donc  enfin 
il  existe  trois  positions  où  le  point  (f  coïncide  avec  l'une 
des  extrémités  du  segment  correspondant  qq[' \  ce  qui 
prouve  que  la  courbure  V  a  trois  points  sur  L,  c'est-à- 
dire  est  du  troisième  ordre. 
Etc. 

La  question  395  (t.  XVI,  p.  3i2)  est  traitée  assez  lon- 
guement dans  mes  Mélanges  de  Géométrie ^  p.  68etsuiv. 
On  transforme  ainsi  les  propriétés  relatives  à  deux  cercles 
€n  des  propriétés  d'un  énoncé  très-différent  concernant 
des  coniques  biconfocales. 

Le  théorème  Faure  (question  4S8,  t.  XVI,  p.  58)  n'est 
que  le  théorème  du  n°  733  de  la  Géométrie  supérieure, 
transformé  par  celte  méthode. 


(3i  ) 
ÉQUATION  ET  PROPRIÉTÉS  DE  LA  LOXODROMIE  ; 

Par  m.  VANNSON, 
Professeur  au  lycée  de  Versailles. 


On  appelle  ainsi  une  courbe  qui  coupe  tous  les  méri- 
diens sous  nn  angle  constant.  C^est  la  courbe  que  décrit 
UD  vaisseau  quand  il  suit  le  même  rumb  de  vent,  autre- 
ment dit,  tant  que  la  direction  de  Taiguille  de  la  bous- 
sole ne  varie  pas  (*). 

Pour  trouver  soji  équation,  soit  C  un  point  du  lieu; 


X  sa  longitude  AB*,  y  sa  distance  polaire  PC 5  m  la  co- 
tangente  de  Pangle  constant  PCM,  nous  avons  trouvé  la 
formule 

tangPCM  =  -  -^^   (t.  XVII,  p.  66), 


d'où  l'on  tire 


\dx) 


dx I 

dy  sinj 


(*)  La  force  motrice  de  la  vapeur  ayant  remplacé  celle  du  vent,  on  fale 
suivre  aujourd'hui  aux  bâtiments  la  ligne  géodésiqiie  et  non  la  ligne  loxo- 
dromique.  • 
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OU 


'   Y      y  y 

2Sin-cos—  tang - 

2  2  '^  2 

or  le  premier  membre  est  la  dérivée  de  x,  fonction  de  j  , 
et  le  deuxième  membre  ayant  au  numérateur  la  dérivée 

du  dénominateur,  représente  la  dérivée  de  logtang-;  les 

fonctions  dont  les  deux  membres  sont  les  dérivées  ne  peu- 
vent donc  différer  que  par  une  constaçte,  et  Ton  a 

y 

mx  =  —  log  tang  -  -h  C, 
.Si 

sont  les  coordonnées  du  point  où  la  courbe'  coupe  le  mé- 
ridien pris  pour  axe,  on  aura 

C  =  logtang-^ 

et  la  courbe  aura  pour  équation 

y 

mx=.  —  log ' 

tang- 

fi 

Si  elle  passe  à  l'origine,  -  =  7  ^  et  l'on  a 
2       4 


d'où 


mx=:  —  logtang  ^; 


Y 

tang  -  =  6^" 


(  33  ) 
Si,  comme  vérification,  on  se  demande  ce  quç  devient 
celle  équation  quand  le  rayon  de  la  sphère  est  infini,  il 

faut  d'abord  remplacer  j  par, Y^  y'  désignant  la  la- 
titude; il  vient  alors 

— /w^=-Iogtang^|-0 

=  ,o,(,_!î!ÏZ)-,.,(,.!îMi), 

Si  l'on  développe  ces  deux  logarithmes  en  séries  jusqu'à 
tang  -»  première  puissance,  les  autres  termes  devant  dis- 
paraître à  la  limite,  on  trouve 

résultat  évident  à  priori. 
Revenons  à  l'équation 

Y 

tang  -  =  e~^*  ; 

m  étant  supposé  positif,  on  voit  que  si  x  varie  depuis  o 
jusqu'à  00  ,  j"  ira  constamment  en  diminuant  et  tendra 
vers  la  limite  o.  La  courbe  décrira  donc  une  infinité  de 
spires,  en  se  rapprochant  sans  cesse  du  pôle,  qui  sera 
pour  elle  un  point  asymptote,  propriété  connue  de  la 
spirale  logarithmique. 

Si  Ton  donne  à  la  longitude  une  série  de  valeurs  en 
progression  arithmétique,  les  tangentes  des  demi-dis- 
tances  polaires  correspondantes  Jormeront  une  pro- 
gression géométrique. 

Si  Ton  prend  successivement  pour  longitudes  o,  tt, 
27r,  Stt,  4^»  •  •  -9  ^^j  on  pourra  aisément,  par  la  for- 
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(34) 
mule  tang(a  —  b)  calculer  les  tangentes  successives  des 
arcs  compris  sur  le  premier  méridien  entre  deux  spires 
consécutives,  et  reconnaître  que  ces  arcs  vont  en  décrois- 
sant à  mesure  que  la  longitude  augmente.  Plus  générale- 
ment on  dira  :  Si,  pour  une  longitude  donnée  a:,  on  cal- 
cule le  segment  de  méridien  correspondant  compris  entre 


deux  spires  consécutives,  oû  trouvera  que  ce  segment 
diminue  à  mesure  que  la  longitude  augmente.  En  effet,  la 
distance  polaire  d^un  point  m  de  la  courbe  est  donnée  par 
la  formule 


A' M 

tang =  a* 


en  posant 


SoitN  l'intersection  du  demi-méridien  AA'avec  la  spire 
suivante,  il  faudra  à  x  ajouter  27r,  et  Ton  aura  ainsi 


^        A'N         ^.^ 
tang =r  a'^^  ^ 


par  suite, 


a  étant  <[  i .  Si  Ton  prend  la  dérivée  de  cette  fonction 
de  a:,  on  la  trouve  négative^  donc  le  segment  mn  va  con- 
stamment en  décroissant.  c.  q.  f.  d. 


(35  ) 

Rectification  de  la  loxodromie. 

On  pem  employer  pour  celte  question  la  formule  trou- 
vée plus  haut, 


y  étant  la  distance  polaire  d'un*  point  a  \  mais  on  a  trouvé, 


au  commencement  du  présent  article, 


dxi 


ce  qui  donne 


m^xny 


dS 


dy 


COSf 


-hC 


(f  étant  Tangle  va&).  Si  on  calcule  la  constante  de  ma- 
nière que  S  =  o  quand  j^  =  6,  on  trouvera 


S  = 


6-r 

• 

COStp 


Ainsi  Tare  compris  entre  deux  points  de  la  courbe  est 
égal  à  la  différence  de  leurs  latitudes,  divisée  par  le  co- 
sinus de  l'angle  constant  que  fait  la  direction  du  chemin 
parcouru  avec  les  méridiens.  Mais  on  arrive  plus  sim- 
plement encore  à  ce  résultat  en  considérant  le  triangle; 

3. 


(  36  ) 
inÛDiment  petit  abc  comme  rectiligne  et  rectangle,  ce 
qui  donne 

ab=^ ; 

COSf 

cette  relation  ayant  lieu  pour  chaque  élément  infiniment 

FiG.  4. 


petit  de  la  courbe,  a  lieu  pour  un  arc  quelconque.  Si 
donc,  en  restant  sous  le  même  rumb  de  vent,  un  vais- 
seau a  parcouru  un  arc  ab  et  qu'on  connaisse  les  lati- 
tudes ou  les  distances  polaires  aux  points  de  départ  et 
d'arrivée,  on  aura  facilement  le  chemin  parcouru;  pour 
achever  de  connaître  le  point  d'arrivée,  il  faut  aussi  cal- 
culer la  différence  des  longitudes  des  deux  points;  elle  se 
déduit  facilement  de  l'équation  de  la  courbe  et  on  trouve 

A  =  m  (log  tang^  -  log  tang  M  ; 

il  suffit  donc  de  prendre  les  logarithmes  des  tangentes  des 
demi-distances  polaires,  d'en  faire  la  différence,  et  de  la 
multiplier  par  la  cotangente  de  Tangle  constant. 

Problème.  Trouver  F  équation  (Tan  loxodromîe  pas- 
sant par  un  point  ou  par  deux  points  donnés. 

Nous  avons  trouvé 
(  I  )  mx  =  —  Mog  tang  ^  —  log  tang  -  j  -, 


(37) 
soient  x\  y  les  coordonnées  du  point  donné,  on  aura 

ma/  =r  — .  Mog  tang"^- log  tang  -  j  ; 

divisant  membre  à  membre,  il  vient 

log  taDg:^ log  tang  - 

(2)  ~  = ? 1. 

log  taog*^ log  tang  - 

2  2 

Telle  est  Téquation  d'une  loxodromic  passant  par  un 
point  donné  [od  y).  C'est  la  distance  polaire  du  point  où 
la  courbe  coupe  le  premier  méridien,  elle  peut  être  cal- 
culée de  manière  que  la  courbe  passe  par  un  second 
point  [xf'  y")  \  on  trouve  aisément  cette  équation 

(log tang- j  [x"'^x')  — (x"loglang—  — ar'logtang—  j 

*      (logtang— \  («"— a:')  — (ar'Mogtang  — —  aîMoglang'^  j 

Telle  est  Péquation  d'une  loxodromie  passant  par  deux 
points  donnés.  Si  on  veut  connaître  l'angle  sous  lequel 

la  courbe  coupe  tous  les  méridiens ,  on.  tirera  log  tang  - 

de  l'équation  (2)  après  y  avoir  remplacé/  et  x  pary\  x'\ 

g 
ensuite  on  remplacera  log  tang  -  par   la  valeur   trouvée 

dans  l'équation  (1),  après  y  avoir  mis  a/,  y^  en  place 
de  X  et  y.  On  trouve  ainsi 

y'  r" 

^-logtang^ 

m  =  log  tang  ^,,  _  ^ 

Remarque,  Ayant  trouvé 

y 
tang  -  =  e~'"'y 


(38) 
si  on  cherche  tang  j,  on  obtient  la  formule 


tang/ 


1  —<?-«»* 
Si  donc  on  nomme  Y  la  latitude  du  point,  on  aura 


tangY=: ^ , 


on  trouve  de  même 


cosec  j  = ? 


formules  identiques  à  celles  qui  donnent  la  longueur  du 
fil  et  l'ordonnée  dans  Téquation  de  la  chaînette  (voir  il/é- 
canique  de  Poisson,  t.  P',  p.  56i).  Soit  C  le  point  le  plus 
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/■ 


H' 

y 

K 

/ 

T"* 

I 

/ 

[>          1 

1  ] 

bas  d'un  fil  flexible  AGB. ...  Si  sur  la  verticale  CD  on 
porte  une  longueur  h  convenable,  on  a  KL  ou 


=  'l[^+e-'^. 


et  la  longueur  CK  ou 

Supposons  h  =  tang  (p,  (p  étant  Tangle  constant  de  la  loxo- 


(39) 
dromie ,  et  supposons  aussi  a:  =  A ,  on  peut  donner  à  x 
toute  autre  valeur  \  dans  les  deux  formules  on  aura 

Pour  x  =  —  A  on  a  les  mêmes  résultats,  abstraction  faite 
du  signe  de  S.  Si  donc  on  prend 

DL  =-DL'  =  DC  =  tang  y , 
si  on  élève  en  L,  L^  deux  verticales  LK,  L'K'  égales  à  la  va- 
leur -  (  ^  -h  -  1  >  si  à  ces  points  K,  K'  on  fixe  les  extrémités 

d'un  fil  flexible  dont  la  longueur  soit  égale  à  h  le .j? 

cette  courbe  pourra  donner  la  latitude  d'un  point  de  la 
loxodromie  correspondante  à  une  longitude  donnée  a:; 
on  prendra  DH  égal  à  Tare  x  développé,  on  mènera 
Tordonnée  HV.  On  construira  le  triangle  rectangle 
DCR  ayant  DR  =  HV,  l'angle  ODR  représentera  la 
latitude  cherchée  ('^). 

Il  ne  faut  voir  dans  cette  remarque  qu'un  simple  rap- 
prochement entre  les  deux  courbes,  et  non  un  procédé 
pratique  de  construction. 

FiG.  6. 


Toutefois  si  la  chaînette  était  une  fois  construite,  elle 
{*)  Le  côté  GR  sera  égail  à  la  longueur  du  fll  de  G  en  V. 
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pourrai  t  être  employée  à  la  solution,  quel  que  fût  Tangle  9  ; 
car  on  peut  toujours  représenter  sa  tangente  par  CD, 
en  choisissant  Funité  convenablement.  Si  on  fait  en  C 
Tangle  DCK  égal  à  90^  —  f,  CD  sera  la  tangente  de  f , 
le  rayon  étant  KD;  si  donc  on  fait  en  K  Tangle  DKO 
égal  à  la  longitude  donnée,  qu'on  décrive  l'arc  DO  en 
prenant  K  pour  centre,  Parc  DO  sera  celui  dont  il  fau- 
dra porter  la  longueur  de  D  en  N  pour  que  l'ordonnée  NI, 
divisée  par  CO,  représente  la  latitude  demandée. 

Quadrature  de  la  lozodromie. 
En  appelant  du  un  élément  de  la  surface  abcd^  nous 

FiG.    7. 


c  d 


fAM 

m^vay 

du 

cosj 

avons  trouvé  du  z=  dxœsy^  y  étant  la  distance  polaire 
du  point  a  \  mais  on  a 


d'où 


ces  deux  dérivées  étant  égales,  on  en  tire 

ie  =  -: logsinj, 

m 

(BU  supposant  m  ==  o  quand  j^=  -•  Pour  avoir  u  en  fonc- 
tion de  a: ,  on  se  reportera  à  Féquation  de  la  courbe  qui 
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est 

r 
lang  -  =  /!*, 

d'où 

2  a* 


ainsi 

I  ,         7.  a* 
«  =  --log— — 


Pour  avoir  la  surface  comprise  entre  l'équateur  et  la  pre- 
mière spire,  on  fera  x  =  aa  ,  d'où 


»'=-i'»«(7S-0* 


Pour  la  surface  comprise  entre  la  première  et  la  seconde 
spire,  il  faut  faire  a:  =4^  et  soustraire  le  premier  ré- 
sultat du  second,  ce  qui  donne 

U^  —  Ux=^ log  ^- ^- 

Il  est  facile  de  démontrer  que  cette  surface  est  moindre 
que  la  première,  et  en  général  que  la  surface  comprise 
entre  deux  spires  consécutives  diminue  à  mesure  que  la 
courbe  se  rapproche  du  pôle. 

La  suite  prochainement. 
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SOLUTION  GfiOlÉTRIQlIB  DE  U  QUESTION  395 

(TOirt.  XYI,  p.  811); 

Pae  m.  LâQUIÈRE, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis. 


Théorème.  La  polaire  réciproque  d'un  cercle  C  rela- 
tii^ement  à  un  cercle  de  centre  O  est  une  conique  de 
foyer  O y  ayant  pour  sa  directrice  la  polaire  du  centre  C 
par  rapport  au  cercle  directeur  O. 


Démonstration.  Soit  D  la  polaire  du  point  C,  on  aura 
la  relation  segmentaire 

OB.OC  =  RS 

où  R  est  le  rayon  du  cercle  O. 

Soient  ÏV  une  tangente  au  cercle  C  ^  K  son  pôle  par 
rapport  à  O,  on  aura  de  même 

OG.OK  =  R'. 
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Soit  KP  perpendiculaire  sur  D,  je  dis  que 

KP_CA_r 
KO~OC~rf' 

r  =  rayon  du  cercle  G,  ^  =  distance  des  centres. 
En  eiret,  les  triangles  semblables  KOS,  lOC  donnent 


d^ailleurs 

cbnc  par  addition 


KO  ""  CO  ' 


SP  _  AI 
KC^CO' 


KP_CA 
KO  ""  oc' 


Le  théorème  est  donc  démontré. 
Analytiquement  : 

Cercle  O ar^  +  ^»=  R% 

Cercle  C (^  —  c/)'+/»=  r". 

La  distance  au  point  C  de  la  polaire  du  point  (x^y)  est 
r^  d'où 

Note  de  M,  de  Jonquières.  Cette  question  est  traitée 
assez  longuement  dans  mes  Mélanges  de  Géométrie, 
p.  68  et  suiv.  On  transforme  ainsi  les  propriétés  rela- 
tives à  deux  cercles  en  des  propriétés  d'un  énoncé  très- 
différent  concernant  des  coniques  biconfocales.  Il  y  a 
longtemps  que  cette  remarque  a  été  faite  par  M.  Poncelet, 
l'illustre  créateur  de  la  théorie  des  polaires  réciproques. 
Par  exemple,  le  théorème  (Faure),  question  358  (t.  XVI, 
p.  58),  n'est  autre  chose  que  le  théorème  qui  fait  l'objet 
du  n°  733  de  la  Géométrie  supérieure ^  transformé  par 
celte  méthode. 
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GÉONÉTRIB  ÉLÉMENTAIRE.  -  PROBLÈME  D  OPTIQUE. 


1 .  Problème.  Étant  donné  un  quadrilatère  plan,  trou- 
uer  le  lieu  du  point  dans  son  plan,  d'oii  deux  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  sont  vus  sous  le  même  angle. 

Solution.  ABCD  est  le  quadrilatère  donné ',  AB  et  CD 
les  côtés  opposée.  Si  sur  AB  et  CD  on  construit  deux 
segments  de  cercles  capables  de  Tangle  donné,  les  points 
d'intersection  des  arcs  appartiennent  au  lieu  cherché. 
Soit  O  l'intersection  de  AB  et  CD  ]  prenons  OAB  pour  axe 
des  X  et  OCD  pour  axe  des  j^,  et  soit  v  Tangle  des  axes. 

L'équation  du  cercle  dont  AB  est  une  corde  est 

(i)  P-|-D/-f-Ea:-|-F=  o. 

L'équation  du  cercle  dont  CD  est  une  corde  est 

(i)  P  H- D>  4- E'j: -+- F' ==  o; 

P  =  j*  -f-  aay^cos  V  -h  x*  5  E,  F,  D',  F'  sont  des  quan- 
tités connues;  D  et  E'  des  quantités  variables.  On  a 

4ÂB  =  E*  —  4F  ,      4  Cd'=:  D'^  —  4 F'. 
R  et  R'  étant  lés  rayons  des  cercles  AB,  CD,  on  a 

4sin* V.R2  =  E»  —  2DE    cosv  -f-  D»  —  4^  «i^^  ^> 
48in' v.R'»=:  E'»—  aD'E'  cosv  -h  D'^  —  4F'sin»  v. 

Pour  que  les  segments  soient  semblables,  on  doit  avoir 

AB_Cp 
R  ""  R'' 
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donc 

(E»  —  4F) (E''— aD'E'cosv  4- D'»  —  4F'sm^ v) 

=  (D'»  — 4F')(E»— aDEcosv-f-D»— 4Fsin»v). 

Substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  D  et  E', 
tirées  des  équations  (i),  on  obtient 

(E»  —  4F)  [(P  -H  D'j^  -f-  F')'  -*-  2D'^cosv(P  H-  D>4- F') 

=  (D'»-.  4F')[(P4-  Er  -f-  F)« -f-  2  Ejcosv  (P  -f.  Eor  -h  F) 

-4-7»(E»  —  4Fsin*v)], 

équation   du  quatrième  degré,  ligne  du  genre  parabo- 
lique. 

2.  Les  distances  des  centres  des  cercles  aux  cordes  res- 
pectives sont  proportionnelles  à  ces  cordes*,  donc  la  droite 
des  centres  a  pour  enveloppe  une  parabole,  et  le  milieu 
de  la  distance  des  centres  décrit  une  droite  (t.  VI,  p.  4o3). 

3.  Il  est  évident  que  la  courbe  passe  par  les  points 
d'intersection  des  côtés  AB,  CD-,  AC,  BD5  AD,  BC.  Les 
points  de  la  courbe  sont  ceux  où  les  côtés  AB,  CD  sont 
vus  sous  des  angles  dont  les  sinus  sont  égaux. 

4.  Lorsque  les  côtés  AB,  CD  sont  égaux,  on  a 

E'— 4F  =  D'»--4F', 

et  Téquation  se  réduit  au  troisième  degré. 

5.  Si  les  côtés  AB,  CD  sont  parallèles,  on  est  amené 
encore  à  une  équation  du  quatrième  degré. 

6.  Problème.  Même  énoncé.  Les  segments  AB,  CD 
sont  sur  la  même  droite. 

Solution.  Prenant  des  axes  rectangulaires,  on  a  pour 


(  46  ) 

réquation  du  lieu 

=  (D'«— 4F0[(P-+-Ex  ^F  )»-h  x«(E»  -4F  )j, 
où 

d'où  Ton  lire 

(E»- 4F)V -*- E'x-|-r)±  (D'»— 4F7(P-hEx -4- F)  =  o. 

C'est  le  système  de  deux  cercles  faciles  à  construire. 

Corollaire.  Il  existe  donc  huit  points  dont  on  peut 
voir  trois  segments  d'une  droite,  sous  des  angles  dont 
les  sinus  sont  égaux. 


NOTE  HISTORIQUE  SUR  L  EXTRACTION  ABRÉGfiB 
DE  LA  RACINE  CARRÉE; 

Par  m.  CANTOR, 

Professeur  à  Heidelberg. 


La  méthode  de  Gergonne  (Nouvelles  Annales^  t.  XVII, 
p.  233)  est  de  1829;  elle  a  été  déjà  donnée  en  18 18  par 
Kiesewetter,  dans  son  ouvrage  :  Fortsetzung  der  au- 
Jaungsgrunde  der  Reinen  Mathematih^  §  76  (Berlin  et 
Leipsig).  Continuation  des  Éléments  des  Mathématiques 
pures  y  grand  în-8°  (*). 

La  méthode  de  la  p.  7,  t.  XVII  [Nouvelles  Annales)^ 
revendiquée,  p.  189,  est  complètement  identique  à  celle 
de  M.  Fr.  Hoffmann  [Journal  de  Grunert,  t.  XXII, 
p.  260;  1840)  ;  et  j'ai  inséré  ces  deux  méthodes,  avec 

{*)  Johann-Gottfried-Carl-Christian  Kiescwetter,  né  à  Berlin  en  1766, 
mort  à  Berlin  en  1819 ,  professeur  de  logique. 
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ces  indications,  dans  mon  Arithmétique,  p.  loi   et  108 
[Noui^elles  Annales^  t.  XIV,  p.  1 1 4)- 

Note  du  Rédacteur.  Naturellement,  en  mutbémati- 
ques,  séjour  des  propositions  irréfragables,' identiques  en 
toute  langue,  en  tout  pays,  ces  rencontres  ne  peuvent 
manquer  d'être  assez  fréquentes  ;  nulle  part  les  plagiats 
effectifs  sont  si  rares,  et  les  plagiats  apparents  si  communs 
que  dans  la  science  exacte  par  excellence  ;  mais  les  signa- 
ler est  un  devoir,  un  service  rendu  à  Thistoire  scienti- 
6que. 

Cataldi  (Pietro),  mort  en  1626,  a  publié  en  161 5, 
Trattato  del  modo  breuissimo  di  trovar  la  radice  quadra 
deUinumeri,  etc.;  ouvrage  remarquable,  dont  nous  avons 
amplement  parlé  (Bulletin^  t.  IV,  p.  68).  Voici  Textrait 
d'une  lettre  de  M.  Proubet  : 

«  La  méthode  abrégée  pour  l'extraction  de  la  racine 
carrée  me  semble  remonter  beaucoup  plus  haut  qu'on  ne 
le  dit. 

c(  De  Lagny  (^)  a  publié  en  1692  une  Méthode  nou- 
velle pour  l'extraction  et  l'approximation  des  racines 
(Paris;  în-4^,  a*  édition).  Le  premier  problème  qu'il 
résout  est  celui-ci  : 

»  Étant  donnée  la  première  moitié  d'une  racine  car- 
rée, le  premier  tiers  dune  racine  cubique,  etc.,  trouver 
la  dernière  moitié,  les  deux  derniers  tiers,  etc.,.  des 
mêmes  racines^  tout  dun  coup,  par  une  seule  division. 

»  Cette  méthode  a  été  reproduite  dans  le  tome  II  des 
anciens  Mémoires  de  V Académie  (voir  p.  407  à  4t2)* 

»  Tout  cela  est  fort  abrégé;  mais  qui  nous  délivrera 
des  méthodes  abrégées,  qui  n'en  finissent  pas?  » 


(*)  Thomas  F«ntot  de  Lagny,  né  à  Lyon  en  1660,  mort  à  Paris  en  1734^ 
professeur  d'hydrographie  à  Rochefort  de  1697  à  1714»  puis  membre  de 
l'Académie  des  SciencM'S. 
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SUR  LES  EXTRACTIONS  APPROCHÉES  DES  RACINES^ 

Par  m.  GENOCCHI. 


Dans  V Arithmétique  de  M.  Peacock,  qui  fait  partie  de 
VEncyclopedia  Metropolitana  de  Londres  (iSaS-aô), 
et  qui  m'a  été  signalée  par  le  savant  prince  Boncompa- 
gni,  je  trouve  rapportées  plusieurs  règles  anciennes  pour 
l'approximation  des  racines  carrées  et  cubiques  (t.  I, 
p.  436-437)*  La  formule 


est  attribuée  aux  Arabes  (*).  Ensuite  on  mentionne  une 
méthode  d'Aronce  Fineus  comme  le  pas  le  plus  remar- 
quable fait  avant  l'âge  de  Stevin,  savoir  l'invention  des 
décimales,  ce  qui  aurait  attiré  l'attention  des  mathéma- 
ticiens et  provoqué  des  perfectionnements  postérieurs. 
Or  l'ouvrage  de  Fibonacci  renferme  aussi  cette  méthode 
avec  ces  perfectionnements,  sous  une  forme  plus  géné- 
rale :  il  prescrit,  en  effet,  de  multiplier  le  nombre  donné 
par  un  carré  //i',  d'extraire  la  racine  carrée  du  produit, 
et  diviser  cette  racine  par  m.  Dans  l'exemple,  il  prend 
m  ==  100,  et  remarque  qu'on  multiplie  par  m*,  en  ajou- 
tant quatre  zéros  au  nombre  donné.  Il  se  sert  en  même 
temps  de  la  formule 


\la^^b=  a  H 9 

2fl 


C*)  Peut-être  M.  Peacock  a  pris  cela  dans  Tartaglia  qui  toutefois  n'est 
pas  très-affirmatif.  (  V.  General  Trattato,  parte  II,  lih.  11,  cap.  i.) 

Peacock  (George),  né  à  Thornton-Hall  en  1791 ,  mort  en  i858,  profes- 
seur à  l'université  de  Cambridge. 


.       (  <9  ) 
de  manière  qu'en  supposant 

N /»■'=«»  4-/', 


il 


Quant  aux  racines  cubiques,  M.  Peacock  cite  les  for- 
mules erronées  de  Parieli  et  d'Aronce  Fincus,  dont  le 

premier  prenait  a  -h  -r — j»  et  le  second  a-f-^  9    pour 

valeur  de  y  a' 4- a:,  et  rapporte  l'opinion  de  Tartaglia, 
qui  fait  remonter  la  première  aux  Arabes,  par  l'intermé- 
diaire de  Fibonacci  \  mais  Tartaglia  s'est  trompé,  c  ar  les 
formules  de  Fibonacci  sont  bien  plus  exactes.  La  formule 


\la^^..=a^  — 


qu'on  déduirait  de  la  méthode  de  Newton,  est  indiqu<?e 
comme  due  à  Cardan,  et  critiquée  par  Tartaglia,  qui  ex- 
pliquait la  formule  donnée  aussi  par  Juan  de  Ortega, 


;//i^ 


3  ri'  -h  Zn 


Cette  formule  même  fournit  une  approximation  moins 
rapide  que  la  méthode  de  Fibonacci  (*).  J\ijoule  que  ce 


(*)  Les  opérations  étant  répétées,  la  formule  de  Cardan  finit  par  être  la 
plus  convergente  de  toutes.  De  même  là  formule 


\Ja}-\'X=.aA 

7.  a 

finit  par  être  pins  convergente  que  Tautre 

donnée  par  Juan  de  Ortega. 

Ann.  de  Mathém.j  t.  XX.  (Février  18G1.) 
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dernier  énonce  et  déuiuntre  l*équatioii 

et  que  dans  rextraction  de  la  racine  il  ne  forme  pas  le 
cube  de  la  partie  trouvée  pour  déterminer  le  chiffre 
suivant,  mais  les. produits  3a*i,  3«A*,  etc.,  comme 
quelques  auteurs  Je  voudraient  encore  aujourd'hui.  (JYou- 
i^elles  Annales,  i844>  ?•  ^34;  i85i,  p.  87  et  aSS.) 


QIIESTIOKS  D  EXAMEN. 

(  TOir  p.  6  )  ; 

pAa  M.  BEYNAC. 


Vn.  Des  déi^eloppements  des  puissances  (i-f-x)"*, 
[  I  H —  )  j  m  étant  entier,  déduire  une  formule  de  la 
somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 


X  m  (m  —  i) 

^  '  1.2 


i-f--       =H 

\  X  ]  X 


m  (m  —  1  )       1 


[.  2 


Si  Ton  fait  le  produit,  il  est  évident  que  la  somme  des 
produits  partiels  qui  ne  contiennent  pas  x  est  précisément 
la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme.  Or 


(i4-.r)'«X  (ï-H^)" 


(  I  +  x)^ 


x^ 
Le  terme  général  de  ce  dernier  développement, 

2.m  [im  —  1  ) . . .  (  2 ///  —  n  4-  1  )     .r*"-" 


.  2 ...  71  j:"* 


(5.  ) 
fournit  le  terme  indépendant  de  x  pour  2/w  —  w  =  m  ou 
n=:  m\  donc  la  somme  des  carrés  des  coefficients  est  ex- 
primée par  la  formule 

nm  (^m  —  i)...(/wH-i) 

f  .2.  .  ./I3 


SOLUnOSI  DE  LA  QUESTION  510 

(voir  t.  XIX,  ».  46); 

Pab   mm.   p.   FARJON   et   G.    LAURENT, 

Élèves  du  lycée  de  Lille  (classe  de  M.  David  ). 


Par  les  trois  extrémités  des  axes  principaux  d'un  ellip- 
soïde on  mène  trois  cordes  parallèles*,  on  projette  cha- 
cune de  ces  cordes  sur  Taxe  d'où  elle  part-,  on  divise  celte 
projection  par  Taxe  sur  lequel  elle  se  trouve,  la  somme 
des  trois  quotients  est  constante. 

Soit  Tellipsoïde 

fl'  "^  ï^  "^  7  ~"  ' 

et  les  trois  cordes  données  : 

la:  =  9(z—c), 
(^^  \r  =  S'{z-c). 

Le  plan  diamétral  conjugué  de  ces  cordes  a  pour  équa- 

4. 


{5a  ) 

.tion 

.T.        $x        à'z 

L'abscisse  de  son  intersection  avec  la  corde  (i)  est 

L*ordonnée   de    l'intersection   du  même    plan    avec  la 
corde  (2)  est 

^   "^  b^c^S-i-a^c^SS' -ha^b^S'' 
Enfin  le  z  de  son  intersection  avec  la  corde  (3)  est 

„^_       c(b'c'S-ha'c'SS') 
^   "  b'c^â-ira^i^SS'-^a'b^S'' 

On  tire  de  là 

abc 

relation  qui  n'est  autre  que  celle  qu'il  faut  démontrer, 
car  elle  peut  s'écrire  : 


et  a  —  a/j  b  —  y'',  c  —  z^  sont  précisément  les  moitiés 
des  projections  des  cordes  (i),  (2),  (3). 

Remarque  {*).  Par  la  nature  même  de  la  démonstra- 
tion, on  voit  qu'en  prenant  des  projections  obliques,  le 
théorème  peut  s'étendre  à  trois  cordes  parallèles  menées 
par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  quelcon- 
ques. 

(*)  Cette  remarque  n'appartient  qu''à  ces  deux  élèves.    Tu. 


(53) 
Note,  MM.  Cueuoud  de  Lausanne,  Vannier  de  Bourg- 
la-Reîne,  L.  Blanche- Arnault,  élève  du  lycée  Louis-le- 
Grand,  Ch.  Kessier,  élève  du  Prytanée  militaire,  Oscar 
Derome,  élève  du  lycée  de  Lille,  donnent  à  peu  près  la 
même  solution. 


SECONDE  SOLUTION  DE  U  QUESTION  241 

(TOtrt.  XI,  p.  424); 

Par  m.  a.  GENOCCHI. 


Posons 
il  en  résultera 


Tj+j  —  ^Trt^iT„+2-h  bll 


n+j 


*^«4-l  - 

^«+1 

~T«^. 

/./T„^.  —  T„.».,\ 

OU 

^"-^'  ~  T^ 

(T^...- 

flT«T„+,+  ^TJ), 

en  vertu  de  1 

'équation 

T«-|.a  : 

=  flrT„4., 

,-*T„, 

et  par  suite 

P«-..= 

P«. 

Donc  P„  est  constant. 

(54] 


SOLUTION  DR  LA  OUESTION  212 

(fOir  t.  X,  p.  857). 

Par  m.  a.  GENOCCHI. 


.  En  prenant 

la  question  précédente  donnera 

(Iî±^I=^llp2l^  =  -[(T,-T0'-.T;i=-,, 

à  cause  que 

T,  =  r,     ï,  =  3. 
Donc 

Or  si  T„  était  un  carré  m',  on  ferait 

puisque  {T„^t  —  T^^)*  est  pair,  et  on  aurait 

mais  celle  équation  rentre  dans  l'autre 

•r^dnj*  =  2z', 
à  laquelle  on  ne  peut  satisfaire  qu'en  supposant 

donc,  elc. 


(  55) 


QUESTIONS. 


558.  Etant  données  deux  figures  homographiques  dans 
un  même  plan,  soient  m,  /?/,  m'\  les  points  du  plan  qui 
coïncident  avec  leurs  homologues  respectifs  (*). 

I?  Si  une  conique  est  circonscrite  au  triangle  m  m"  m"\ 
il  n'existe  sur  cette  conique  que  deux  points  tels,  que 
deux  droites  tournant  autour  de  ces  points  et  se  coupant 
sur  la  conique  soient  toujours  homologues  dans  les  deux 
figures. 

7?S\  une  conique  est  inscrite  au  triangle  mm* m" ^  il 
n'existe  que  deux  tangentes  à  cette  conique  telles,  qu'une 
droite  roulant  sur  la  conique  coupe   ces   tangentes  en 
deux  points  toujours  homologues  dans  les  deux  figures. 
(P.  L^FiTTE,  ancien  capitaine  d'artillerie.) 

559.  On  donne  un  Cylindre  droit  vertical;  une  hélice 
tracée  sur  ce  cylindre;  une  sphère  inscrite  dans  ce  cy- 
lindre (*).  Une  droite  horizontale  se  meut  en  s'appuyant 
sur  l'hélice  et  restant  tangente  à  la  sphère  inscrite;  étu- 
dier la  surface  que  la  droite  engendre  (**).      (Dewulf.) 

560.  Etant  donnés  un  triangle  conjugué  à  une  coni- 
que et  un  cercle  circonscrit  au  triangle,  le  produit  des 
dislances  du  centre  de  la  conique  aux  côtés  du  triangle 
multiplié  par  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  est  égal  au 
produit  des  carrés  des  dcmi-a\esde  la  conique. 


(*)  Par  abréviation  on  pourrait  dire  des  points  homologues  doubles;  de 
même  pour  les  lignes.    Tm. 

(**)  On  rencontre  cette  surface  dans  certains  travaux. 


(  5«  ) 
Un  ihéorèine  aiialo^^iie  existe  pour  les  surfaces  du  se- 
cond degré.  (Fauue,  capitaine  d'artillerie.) 

oVA .  Théorème,  Lorsqu'une  conique  est  circonscrite  à 
un  m*  angle,  la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux 
est  égale  au  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre  au 
cercle  des  neuf  points,  multiplié  par  le  produit  des  dis- 
tances de  cfe  centre  aux  côtés  du  triangle  et  divisé  par  le 
produit  de  ses  distances  aux  droites  qui  joignent  les  mi- 
lieux des  côtés  du  triangle.  (Faure.)    • 

562.  Théorème,  Lorsqu'une  coniqueestinscrile  dans  un 
triangle,  la  somme  des  carrés  de  ses  demi-axes  principaux 
est  égale  au  carré  de  la  tangente  menée  de  son  centre  au 
cercle  qui  a  les  sommets  du  triangle  donné  pour  points 
conjugués.  (Faure.) 

S()3.  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre,  La  courbe  du 
troisième  ordie  qui  passe  par  les  six  sommets  d'un  qua- 
drilatère complet  et  par  les  pieds  des  lAuteurs  du  trian- 
gle formé  par  ses  diagonales,  passe  par  les  deux  points 
situés  à  l'infîni  sur  un  cercle.  (FiURE.) 

564.  La  courbe  du  troisième  ordre  que  l'on  trace  ainsi, 
est  le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  le  quadri- 
latère; elle  rappelle  le  cercle  dans  la  théorie  des  courbes 
du  second  ordre.  (Faure.) 

565.  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  qui  passent  par 
quatre  points  est  une  courbe  du  sixième  ordre. 

Les  NouPcUes  jlnnales,^  t.  IV,  p.  324  >  annoncent  une 
courbe  dont  le  degré  peut  monter  à  64.  (Faure.) 


(57) 


SOLUTION  DE  LA  OUESTION  i92 

(TOir  t.  VII.  p.  868); 

Par  m.  J.-Ch.  DUPAIN, 

Professeur  agrégé,  ancien  élève  de  l'Ecole  Normale. 


Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distancer 
aux  deux  côtés  d'uu  angle  droit  xOy  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  c. 

I. 

Je  supposerai ,  pour  abréger  le  langage,  que  le  plan  xOy 
soit  horizontal.  Soient  M  un  point  de  l'espace  (x,  j,  z)  du 
lieu;  MA,  IVJB  les  distances  aux  côtés  de  Fangle  droit 


MA  =  )/jc''  -h  z^ ,     MB  =  \fx'  H-  z'', 


(1)  V-r'  -^  z^  -h  y/y'  -^  z'  =  c. 

Cette  équation,  en  tenant  compte  des  doubles  signes 
implicitement  renfermés  dans  les  radicaux,  et  en  remar- 
quant que  c  est  toujours  positif,  représente  trois  équa- 
tions : 

(2)  MA-f-MB  =  c, 
(3;  MA  — MB==r, 
(4)  MB  — MA  =  c. 

La  première  seule  répond  à  Ténoncé  ;  tous  les  points  qui 
satisfont  à  l'équation  (2)  ne  sont  pas  extérieurs  à  deux 
cvlindrcs  de  section  droite  circulaire,  ayant  leurs  rayons 
égaux  à  c,  et  dont  les  axes  respectifs  sont  Ox,  Ojr»  En  eflet, 
pour  tous  ers  points  il  faut  que  MA  <^  c-,  MB  <^  c. 


(58) 

Les  points  qui  satisfont  aux  éi|ualioiis  (3)  et  (4)  sont 
tels,  que  la  différence  deleursdislances  aux  axes  Ox,  Oy  est 
égale  n  c\  ils  peuvent  élre  situés  à  des  distances  des  axes 
indéGniment  croissantes. 

Ceux  qui  satisfont  en  particulier  à  Téquation  (3)  ne 
sont  pas  intérieurs  à  un  cylindre  ayant  pour  axe  Ox  et 
pour  rayon  c,  parce  que  MA  >c. 

Ceux  enfin  qui  satisfont  à  Téquation  (4)  ne  sont  pas  in- 
térieurs à  un  cylindre  ayant  pour  axe  Oy  et  pour  rayon  c, 
parce  que  MB  >  c. 

Le  lieu  donné  par  Téquation  (i)  comprendra  donc  une 
partie  fermée  et  des  nappes  infinies. 

Nous  excluons  le  cas  où  c  serait  nul  5  Téquation  (i)  se 
réduit  h 

qui  représente  les  plans  bissecteurs  des  dièdres  qui  ont  O2 
pour  arête. 

L'équation  (1),  débarrassée  de  ses  radicaux,  devient 

(5)  j*  —  ix^y^-\-x*  —  ic^x^  —  2c^x*  -t- r^  =  4 ^' -s'- 

A  la  première  vue  on  aperçoit  que  les  plans  coordonnés 
aont  des  plans  principaux,  que  îes  axes  coordonnés  sont 
des  axes  de  surface,  que  l'origine  est  un  centre,  et  qu'en- 
fin la  surface  est  symétrique  par  rapport  aux  plans  bis- 
secteurs îles  plans  coordonnés  verlicaux, 

L'équalion  de  la  surface  rapportée  à  ces  plans  bissec- 
teurs est 

(6)  ^x'\r'^  —  ic^x'^—ic^f''^c'  =  f\c^z\ 

II. 

Sections  de  la  surface  par  des  plans  horizontaux. 

Je  sup|)ose  d'abord  z  =  o,  ce  qui  donne 


=  a. 


(  59) 

ou  par  la  décomposition  en  facteurs 

Le  lieu  se  compose  de  quatre  parallèles  aux  axes  Oa*',  Oy ', 
formant  un  carré  ABCD. 

Les  côtés  du  carré  répondent  h  Féquaiion  (2)  et  leurs 
prolongements  à  Téquation  (3)  et  n  Téqualion  (4). 

Je  suppose  maintenant  ^  =  a  et  a  <^  -»  la  valeur  dey" 

peat  s'écrire  : 


Lorsque  2x''^c',  y'  a  toujours  deux  valeurs  réelles 
égales  sauf  le  signe;  d'ailleurs  7^'  est  nul  pour  x'  =  c»  et 

inGni  pour  a:' =  ±:  —-•  J'obtiens  ainsi  quatre  branche» 

hyperboliques,  les  côtés  étant  prolongés  :  deux,  située» 
dans  les  angles  Â  et  D  du  carré,  conviennent  à  l'équa* 
tiou(3);  les  deux  autres,  dans  les  angles  B  et  C,  à  l'équa- 
lion  (4). 

Enfin,  dans  l'intérieur  du  carré  ABCD,  se  trouve  une 
courbe  fermée  ayant  deux  axes  dirigés  suivant  Ox',  Or'. 
I^s  quatre  demi- axes  ont  la  même  valeur 


v/^ 


f'  --  4^/^ 


En  considérant  Téquation  (5)  où  Ton  remplace  z  par 
rt,  il  est  facile  de  reconnaître  que  Ox  et  Oy  sont  des  direc- 
tions d'axes  pour  la  courbe  fermée.  Les  quatre  nouveaux 
demi-axes    de    la    rouibc    fi'rniée    onl     pour    longueur 

V^e' — 'lac  et  ceux  des  quatre»  branches  liyperboliquev 

V  «•'  -f-  av. 


{6o) 
Nous  avons  ainsi  une  idée  assez  nette  de  la  section 
horizontale.  Lorsque  z  augmente,  la  courbe  fermée  se 
resserre  et   les   branches  hyperboliques   s'écartent  des 
asymptotes. 

Quand  z  =  -»  la  courbe  fermée  se  réduit  à  un  point, 

et  elle  disparait  quand  z  surpasse  — 

La  surface  se  présente  donc  à  nous  comme  une  voûte 
surbaissée,  reposant  sur  un  carré  et  flanquée  de  quatre 
nappes  infinies  qui  n'ont  chacune  qu'un  point  de  com- 
mun avec  elle. 

IIL 

Sections  verticales  perpendiculaires  à  Oy'. 

Je  remplace  dans  l'équation  (6)  y  par  a,  ce  qui 
donne 

4  c^  z'  -+-  2  x'^  {c'  —  2  a'}  =  c'  (c'  —  2  û'). 

Lorsque  c*  >  2  a',  le  plan  vertical  perpendiculaire  ren- 
contre la  surface  fermée,  les  sections  sont  des  ellipses, 

l'uu  des  axes  est  horizontal  et  de  longueur  constante  -= , 

'  va 

l'autre  diminue  de  -  à  o.  Quand  0}  a  dépassé —j  le  plan 

rencontre  deux  nappes  inflnies,  et  les  sections  sont  des 
hyperboles  ayant  l'axe  transverse  horizontal  et  s'ouvrant 
de  plus  en  plus. 

On  peut  répéter  identiquement  la  même  chose  sur  les 
sections  verticales  perpendiculaires  à  Ç^x! . 

I\. 

Sections  verticales  par  les  plans  zOx  et  zOy. 

Je  fais  d'abord    7—0   dans   l'équation   (5),   et  j'ob- 


(6i  ) 
tiens 

([ui  représente  deux  paraboles  tournées  en  sens  contraire. 
On  peut  remarquer  que  OH  =  -?  OA  =  c  -,  les  foyers  sont 

à  roFÎgine. 

En  posant  x  =  o  dans  l'équation  (5),  on  trouverait 
deux  autres  paraboles  identiques  aux  précédentes,  mais 
situées  dans  le  plan  zOy. 

On  reconnaît  aisément  que  ces  quatre  paraboles  sont 
des  lignes  depente^  parce  que  leurs  plans  contiennent  les 
axes  des  sections  horizontales. 

V. 

Sections  verticales  passant  par  taxe  Oz. 

Je  prends  de  nouveaux  axes  horizontaux  OX,  OY-,  si  je 
pose  XOa:=  a, 

x=Xcosa — Ysina,     jr  =  Xsina  +  Ycosa, 

Téquation  (5)  devient 

(X' CCS  2  a  —  aXYsinaa  —  Y^*os2a)' 

—  2c'(X2-4-Y»)  -^c'  =  ^c'zK 

La  section  de  la  surface  par  le  plan  zO\  aura  pour 
équation 

(7)  X*cos^2a — 2c^X^-hc*  =  ^cH^; 

il  nous  suffira  de  faire  varier  a  entre  o"  et  45**  exclusi- 
vement. Nous  trouverons  commode  de  décomposer  en 
facteurs  le  premier  membre  de  Téquation  (7)  : 

/„  c'  c'sin2a\ 

cos'2a  (  X^ ; I 

\  ces'  2  a  ces'  2a/ 

X  (  X» ; 1 ^ U:r  4  C'  ^^ 


(6a) 
Nous  aurons  également   besoin   de   différentiel'  l'équa- 
tion (7)  : 

dz  _X(X»C0S»aa--r»). 

Étudions  seulement  les  valeurs  positives  de  z  et  de  X. 

Pour 

X  =  o 

z  a  une  valeur  maximum  -;  puis  z  diminue,  il  devient 

nul  pour 

c'  c'sinaa 

ces*  2  a         ces' 2  a 

la  tangente  est  alors  verticale^  à  partir  de  ce  moment 
z  devient  imaginaire-,  il  est  de  nouveau  nul  quand 

c'  c^sin2a 

X  =  — ; « ; — ' 

cos'2a         cos^2a 

et  la  tangente  est  de  nouveau  verticale  5  z  augmente 
ensuite  indétîniment -,  on  ne  voit  pas  immédiatement  les 
variations  de  la  tangente,  mais  pour 

elle  devient  verticale,  ce  qui  suppose  une  inflexion.  Nous 
pouvons  déjà  attribuer  à  la  courbe  une  forme  analogue  à 
une  Icmniscate,  savoir  une  branche  fermée  et  deux  bran- 
ches infinies  détachées. 

Pour  déterminer  avec  précision  l'inflexion,  il  faudrait 
differentier  deux  fois  Téqualioti  (7),  ce  qui  donne 

cfz  {  dzV 

3X*cos'2a-—  c»  =  2r'z  —-—  -4-  2c'  I  —-  J  9 

d'z  ^  .      .  ,  . 

puis  supposer  -^^  =  o.  Un  trouve  ainsi   une  équation 


(63  ) 
en  Xdu  sixième  degré,  qui  s'abaisse  au  troisième,  cl  qu'il 
serait  trop  long  de  discuter. 

Le  rayon  de  courbure  au  sommet  H  a  pour  expres- 
sion -7-7 — r-  ou,  substitutions  faites,  ac-,  il  est  donc  indé- 

pendant  de  a ,  et  par  suite  le  point  H  est  un  ombilic  de  la 
surface. 

VI. 

Plan  tangent. 

L'équation  du  plan  tangent  en  un  point  ayant  pour 
coordotinées  ç,yî,Ç,  est 

(ar'-H)Ç(2>î»-c')-l-(r'--«)>î(^-P-^')=2c»Ç(z'  — 0; 

il  est  parallèle  à  zOx^  le  long  des  droites  indéfinies  AD,  BC, 
et  parallèle  à  zOy  le  long  des  droites  AB,  CD  5  il  est  indé- 
terminé aux  quatre  points  A,  B,  C,  D.  C'est  donc  par  des 
pointes  que  les  quatre  nappes  infinies  toucKent  la  surface 
fermée. 


GENERALISATION  D'UN  THEOREME  DE  M.  M.  ROBERTS; 

Par  m.  V.-A.  LE    BKSGUE. 


Théorème.  Soit  ABCD  un  tétraèdre  dont  les  aires  des 
faces  respectivement  opposées  aux  sommets  A,  B,  C,  D 
sont  respectivement  a,  b,  c,  d.  Si  sur  un  plan  quelconque 
P  on  abaisse  des  points  A,  B ,  C ,  D  les  perpendiculaires 
a',  b',  c',  d',  positives  ou  négatives  selon  qu^elles  sont 
d'un  côté  du  plan  ou  de  Vautre^  on  aura  toujours 

yf  z=:  aa'  +  bb'  ^  ce'  +  dtr  =  3  V .  i^ , 


(64) 
en  représentant  par  V  le  volume  dtt  tétraèdre^  par  v  le 
rayon  de  la  sphère  inscrite^  et  par  p  la  distance  du  plan  P 
au  centre  de  la  sphère. 

Quand  le  théorème  a  été  prouvé  pour  p  =  o,  c'est-à- 
dire  quand  on  a  montré  que  la  somme  aa'-^-bb'-^cc'+dd^ 
est  nulle  relativement  à  tous  les  plans  passant  par  le 
centre  de  la  sphère  inscrite,  on  trouve  tout  de  suite  pour 
un  plan  à  la  distance  p  de  ce  centre 


=:(ûr^_^4.r-4-//)p  =  3V    £ 


r 


à  cause  de 

^Yz=[a-hb-\-c  '\-d)r. 

Pour  démontrer  le  cas  de  p  =  o,  on  représentera  par 
a"^  b"^  c"les  trois  arêtes  passant  par  D,  de  sorte  que  Taire  a 
soit  comprise  entre  b"  et  d'.  Si  la  perpendiculaire  menée 
par  D  à  la  face  a  fait  avec  a"  Tangle  «i ,  on  a 

3  V  =  aa"  cos  a, , 
et  de  même 

3V=:  ^^"cosp,,       3V  =  rc'cos7,. 

Mainlenant  si  l'on  prend  les  arêtes  r/,  b"^  d^  pour  axes 
des  coordonnées,  et  que 

//  =  cos  oL.x  -\-  cos  p . /  +  cos 7 . z, 

soit  l'équaiion  du  plan  P,  en  représentant  par  /*  la 
perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  D  sur  ce  plan  ,  et 
par  a,  j3,  y  les  angles  que  cette  perpendiculaire  fait  avec 
les  trois  axes,  il  en  résulte  que  pour  avoir  les  trois  autres 
pei^endiculaires  abaissées  sur  le  plan  P  des  points 
A,  B,  C,  il  suffît  de  mener  par  ces  points  des  plans  paral- 
lèles à  P. 


I  (65) 

En  supposant  ces  trois  perpeadiculaires  d'un  même 
côté  du  plan,  la  perpendiculaire  h  étant  de  l'autre  côté, 
les  trois  perpendiculaires  de  même  signe  sont 

a'' ces  a — hj     ^'^cosp  —  h^     c'cosy  —  /*, 
et  faisons 

W  =  (û''  cosa  —  A)  a  +  (b"  ces  p  —  ^)  ô 
-h  (c^cosY  —  ^)c  —  dh^ 


ou 


r/  CCS  «  f  f  //  r.        COS  6 

W  =  aa*'  cos  «, h  bb"  ces  p, ^ 


ces  a,  "^       cos  Pi 

„  COS7  ,  ,  ,v  ^ 

4-  ce"  cos  7,  • (a-f-^4-<^-î-«)r«-» 

COS7,         ^  '        r 

OU  encore 

^V^3VJCQS«     ^   cos^    ^    C0S7        h 
\  cos  ai        cos  p,        cos  7,        r 

Or  les  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  sont  respec- 
tivement 

r  r  r 

»        TT  ' 


cos  a,  cos  Pi  cos  71 

Si  ce  point  est  sur  le  plan 

jr  cos  a  -4-  7  cos  p  Hh  «  cos  77—^  =  0, 
on  a  donc 

cos  a       -  cos  S        cos  y         k  ,,   ,      

' 1 ^H '- =0,     d*où     W=o. 

cos  a,        cos  p,        cos  7,        r 

La  démonstration  ne  change  pas  pour  le  triangle; 
seulement  a,  i,  c,  représentant  les  côtés,  et  la  surface 
étant  S,  on  obtient 

r 
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(66) 
pour  p  =  o  on  a 

«a"-f-66"-4-rc"  =  o, 
pour  |ô  =  r  on  a 

c'est  là  le  théorème  de  M.  Michael  Roberts  5  alors  la  droite 
variable  dans  le  plan  du  triangle  est  toujours  tangente 
au  cercle  inscrit  dans  ce  triangle. 


THÉORÈME  SUR  L  INTERSECTION  DTN  CERCLE 
ET  DUNE  CONIQUE. 


Théorème.  Par  un  point  fixe  dans  le  plan  d'une 
conique^  on  fait  passer  une  corde  quelconque  ;  sur  cette 
corde  comme  diamètre^  on  décrit  une  circonférence  qui 
coupera  la  conique  en  deux  points  ;  la  corde  qui  joint 
ces  deux  points  passe  aussi  par  un  point  fixe. 

Démonstration.  Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au 
point  fixe,  et  prenons  pour  axes  des  parallèles  aux  deux 
axes  principaux. 

Soient 

Ay*  -f-  Cx^  -f-  D/  +  Ear  +  F  =  o , 

équation  de  la  conique  5 

{X  —px)  (7  4-/?-c  +  r)=  r»— /?*  x'-+-  r y  —  prx  ■=^  o  ^ 

équation  de  deux  droites  conjointes  y  c'est-à-dire  de  deux 
droites  parallèles  à  des  diamètres  égaux ^  système  qui 
coupe  la  conique  en  quatre  points  situés  sur  une  même 
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drconférence  ^  soit 

j'(A-H>)H-J:'(C-V)+j(D-f;Xr)-+.x(E  — Vl-f-Frro, 

réquation  d'une  conique  passant  par  les  quatre  points 
d'intersection;  X  est  un  multiplicateur  arbitraire.  Pour 
que  cette  équation  représente  un  cercle,  on  doit  avoir 

A4->  =  C  — >/?%      >=:^-=-^. 

Soient  j/,  y  les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  \ 
on  a 


2(A  +  X)'      -^    ""        2(A-+.>)' 

ce  centre,  d'après  Ténoncé,  est  sur  la  droitey — px  =  o, 
donc 

_(D  +  Xr)+/?(E  — X/?r)==o, 

_  /?E->D        jpE  —  D 
'■■"X(/>»-hi)""    C  — A  ' 

Substituant  cette  valeur  de  r  dans  l'équation  du  second 
ordre,  on  obtient 

r(C— A)-+-/?x(C  — A)-t-/7E~D  =  o, 
ou 


/  E     \  D 


Cette  droite  passe  donc  par  le  point  fixe  qui  a  pour 
coordonnées 


'     y 


D 


C— A         -"        C  —  A 

c.   Q.  r.  D. 

Remarque.  Cette  propriété  nous  a  été  communiquée 
sans  démonstration  par  M.  Siacchi,  de  Milan,  et  pour  le 

5. 
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cas  seulemiiiil  où  le  point  fixe  est  situé  sur  l'axe  focal  de 
r  ellipse. 

Corollaire.  Les  deux  systèmes  de  cercles  sont  des  fais- 
ceaux homographiques. 

j^— /?x  =  o,  j(C  — A)4-/?x(C  — A)-|-/7E  — D  =  o, 

sont  deux    rayons   homographiques;    éliminant   p,   on 
obtient 

2 x/ (C  —  A)  +  E/ —  D JT  =  o , 

équation  d'une  hyperbole  équilatère. 

Remarque,  Lorsque  le  point  fixe  est  à  Tinfini,  les 
deux  faisceaux  sont  chacun  formés  de  rayons  parallèles; 
ce  qui  est  intuitif. 


PROPRIÉTÉS  QU'ON  PÉDUIT  DE  LA  TRANSFORMATION 
PAR  RAYONS  VECTEURS  (*). 


1.  La  polaire  réciproque  d'une  courbe  plane  par  rap- 
port à  un  cercle  directeur  est  une  ligne  inverse  de  la 
podaire  du  centre  du  cercle. 

2.  L'inverse  d'une  circonférence  est  une  circonférence 
qui  devient  une  droite  lorsque  le  pôle  est  sur  la  circonfé- 
rence. 

3.  L'inverse  d'une  conique  ayant  pour  pôle  le  centre 
est  égale  à  la  podaire  de  ce  même,  centre. 

(*)  Étant  donnée  Téquation  polaire  d'une  courbe,  on  obtient  la  ligne 

a* 
inverse  en  remplaçant  p  par  — i  a  constante. 

r 
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4.  L'inverse  d  une  conique  ayant  pour  pôle  le  foyer 
est  une  conchoïde  circulaire. 

5.  L'inverse  d'une  parabole  ayant  pour  pôle  le  som- 
met est  une  cissoïde. 

6.  L'inverse  d'une  strophoïde  (  logocyclique  )  est  une 
strophoïde  semblable. 

7.  L'inverse  d'une  cassinienne  à  plusieurs  foyers  est 
une  cassinienne  de  même  nombre  de  foyers. 

8.  L'inverse  d'une  droite  est  une  circonférence  pas- 
sant par  le  pôle. 

9.  L'inverse  d'une  hyperbole  équilalère  est  une  lem- 
niscate. 

10*.  L'inverse  d'une  parabole  ayant  pour  pôle  le  foyer 
est  une  cardioïde. 

H .  Trois  circonférences  passent  par  le  même  point  O, 
et  se  coupent  en  trois  autres  points ,  sommets  d'un  tri- 
angle curviligne  formé  par  trois  arcs  de  la  circonférence; 
les  trois  circonférences  qui,  passant  par  le  même  point  O, 
divisent  en  parties  égales  les  angles  du  triangle,  passent 
encore  par  un  autre  point  inverse  du  point  O^  les  trois 
circonférences  qui  passent  par  le  point  O,  perpendicu- 
laires aux  côtés  du  triangle  curviligne,  se  coupent  en  un 
même  point 5  la  somme  des  trois  angles  du  triangle  cur- 
viligne est  égale  à  deux  angles  droits. 

12.  Si  sur  trois  cordes  OA,  OB,  OC  d'une  circonfé- 
rence, comme  diamètres,  on  décrit  trois  circonférences, 
elles  se  coupent  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

13.  Si  trois  circonférences  passent  par  le  point  de  re- 
broussement d'une  cardioïde  tangentiellemeut  à  la  courbe, 
les  trois  intersections  de  ces  circonférences  sont  en  ligne 
droite. 
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14.  Les  tangentes  à  une  cardioïde,  menées  par  les 
extrémités  d'une  corde  passant  par  le  point  de  rebrousse- 
ment,  se  coupent  à  angle  droit. 

15.  Si  sur  l'inverse  d*une  conique'  l'on  prend  six 
points,  et  si  l'on  décrit  six  circobférences  passant  cha- 
cune par  deux  points  consécutifs  et  par  le  pôle,  les  inter- 
sections de  chaque  couple  de  circonférences  opposées  sont 
sur  une  même  circonférence. 

16.  Si  dans  une  lemniscate  ordinaire  on  inscrit  un 
triangle  curviligne  formé  par  des  arcs  de  cercles  passant 
chacun  par  le  centre  de  la  lemniscate ,  les  trois  circonfé- 
rences qui  passent  par  les  trois  sommets  perpendiculaires 
aux  côtés  opposés,  se  coupent  en  un  point  qui  est  sur  la 
lemniscate. 

17.  Soient  des  circonférences  passant  par  le  pôle  d'une 
conchoïde  circulaire,  et  coupant  la  courbe  chacune  en 
deux  points,  qui  sont  vus  de  l'origine  sur  un  angle  donné, 
l'enveloppe  de  ces  circonférences  est  une  conchoïde  circu- 
laire de  même  pôle. 

18.  Soient  OA,  OB,  deux  arcs  de  cercles  j  deux  points 
A,  B,  sont  fixes,  et  l'angle  AOB  est  constant;  le  lieu 
des  seconds  points  d'intersection  des  arcs  OA,  OB  est  une 
circonférence. 

19.  Cl,  Cj,  Cj  étant  trois  circonférences,  trouver  le 
centre  C  d'une  quatrième  circonférence  qui  touche  les  cir- 
conférences données.  Soit  O  un  point  d'intersection  des 
couples  Cl  et  Cj  \  prenant  ce  point  pour  pôle  et  pour 
numérateur  de  transformation  inverse  la  puissance  deO 
par  rapport  à  Cj,  les  centres  Ci  et  Cj  se  transforment 
en  droites^  et  la  circonférence  Cs  ne  change  pas.  Il  suffit 
donc  de  mener  un  cercle  touchant  les  deux  droites  et  la 
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circonférence  Gs;    le  centre  G  du  cercle  est  le  point 
cherché. 

Si  Cl  et  Gt  ne  se  coupent  pas,  on  peut  augmenter  ou 
diminuer  les  trois  rayons  de  la  même  longueur,  de  ma- 
nière qu'il  y  ait  intersection,  et  cela  ne  change  pas  U 
position  du  point  G  (Mannheim). 

20.  Deux  paraboles  de  même  foyer  passant  par  un 
même  point  fixe,  le  lieu  du  deuxième  point  d'intersection 
est  un  ovale  cartésien. 

21 .  Si  les  trois  sommets  des  trois  paraboles  confocales 
sont  sur  une  cardioîde  dont  le  point  de  rebroussement 
est  au  foyer  commun,  leurs  points  d'intersection  sont 
une  quatrième  parabole  confocale  aux  premières. 

22.  Si  trois  hyperboles  équilatères  concentriques  tou- 
chent la  même  droite,  leurs  points  d'intersection  seront 
sur  une  lemniscate  concentrique  aux  hyperboles. 

23.  Le  lieu  des  sommets  d'hyperboles  équilatères  con- 
centriques à  une  cassinîenne  ordinaire,  et  la  touchant, 
est  la  podaire  d'une  conique  par  rapport  à  ce  centre. 

24.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  confocales  et 
touchant  une  conique  à  centre  est  une  conchoïde  cir- 
culaire. 

25.  Un  système  d'ovales  cartésiens  à  foyers  communs 
est  coupé  orthogonalement  par  un  système  de  paraboles 
confocales. 

26.  Un  système  de  cassiniennes  ordinaires  de  mêmes 
foyers  est  coupé  orthogonalement  par  un  système  d'hy- 
perboles équilatères  passant  par  les  foyers  communs. 

[La  suite  prochainement,) 
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THfiORU  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  RAYONS  RBGTILIGNES 

(voir  t.  XIX,  p.  871); 

Par  m.  E.-E.  KUMMER. 


Crelle,  t.  LVIl. 


Traduit  par  M.   E.  DEWULF, 

Capitaine  du  Génie. 


§  III.  —  Direction  des  plus  courtes  distances  et  plans 
principaux. 

Considérons  maintenant  les  directions  des  plus  courtes 
distances  entre  un  rayon  et  tous  les  rayons  infiniment 
voisins.  Ces  directions  sont  données  par  les  cosinus  x,  X,  fx 
de  leurs  angles  avec  les  trois  axes  des  coordonnées.  Rem- 
plaçons dans  les  formules  (i  3),  §1,  les  différentielles  dx^ 
dj^  dz,  d^^  dn^  d^  pour  les  quotients  différentiels  par- 
tiels, et  par  les  différentielles  des  variables  indépen- 
dantes, nous  aurons  : 

?b  — >,a4-(Çb'  — >îa')^ 

f^= 1  

SC  -H2r7/4-y^' 

Si  l'on  prend  pour  ^,  yj,  Ç'ies  valeurs  données  (27),  ^  I, 


{') 
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et  si  Ton  remarque  que 

ift)C  — Gb  =  a'iî:  —  a^,  ilbc'  —  Cb'  =  a'^—  aÇ, 
ea  —  .^c=b'er-b^,  Ca'  —  Jl,c'  =  b'^— by, 
^l>b  — aft,a  =c'C-.  ccf,       «l,b'  — 10,3'  =  c'^—  cg, 

on  obtiendra 

_a^(v!:-f-^/)  — a(^-f-(tV) 


(2)  X  = 


Av^6-t-2cfr-hy<' 


Considérons,  en  particulier,  les  directions  des  plus 
courtes  distances  qui  correspondent  aux  points  limites, 
i  t=tf  et  f  =  fj,  et  désignons  par  Xi,  il,  |ui,,  etît,,  ij,fx,, 
les  valeurs  de  x,  X,  ji  correspondantes.  Au  moyen  de  l'é- 
quation (6),  §11,  qui  donne  C-h^^^  =  — ^,(^-f.g/i), 
nous  obtenons  les  expressions  suivantes  : 

_        (a-ha^O(cf +  (jV.) 

I                 (b  +  bV)(.f  +  (fM 
(3)  i^'- IV, ' 

_       (c-f.c^/)(.f+(,7,) 

p»  -  ïv;        •  • 

Nous  avons  posé  ,„,.,j 


posons  de  même 


-V,  =  ^tLr+-2.T^-^(,75, 
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nous  aurons,  d'après  les  équations  (ii)  et  (8),  §  II, 

(4)  y.v.=M'.-..),    y^,=T..  j^  =  -v„ 

et,  par  suite, 

.^.  a-ha'r,  b-4-b'/a  -«(c-hc'^) 

(5)  ,.  =  --,^,x.  =  ____,p.=  _L_ 

On  peut  tirer  de  là  les  valeurs  de  Xj,  X„  jea,  en  chan- 
geant ti  en  ^1,  ce  qui  donne  — V,  au  lieu  dé  V,  : 

,^.  a  +  a'  r,         •     b  -t-  bV,  c  +  c'r, 

(6)   ^.a=-^,  ^^=— v;-'  ^'=-yr' 

Le  cosinus  de  l'angle  que  forment  entre  elles  les  plus 
courtes  distances  de  deux  rayons  infiniment  voisins  aux 
points  limites,  a  pour  valeur  : 

_      (a  +  aV.)(a+a^/2)-H  b -4-bV,)(b>+-bV0  -f-(c4-c'^i)(c-hcVa) 

V.V, 

on  obtient  en  effectuant 

«I  Xj  -t-  A,  Aa  -H  fA,  fAj  — — — ^ • 

Vi  Vj 

D'après  (6),  §  U,  cette  valeur  est  nulle,  donc  l'angle  est 
droit.  Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème: 

Les  plus  courtes  distances  d'un  rayon  aux  rayons  in- 
finiment voisins  pour  lesquels  on  obtient  les  points  limi-^ 
tes^  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

Nommons  plans  principaux  les  plans  qui  passent  par 
un  rayon  et  sont  perpendiculaires  aux  plus  courtes  dis- 
tances de  ce  rayon  aux  rayons  infiniment  voisins  qui 
donnent  les  points  limites.  D'après  le  théorème  précé- 
dent, CCS  plans  sont  rectangulaires.  La  direction  d'une 
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droite  perpendiculaire  à  un  rayon  sera  détei  minée  quand 
on  connaîtra  l'angle  qu'elle  fait  avec  un  plan  passant  par 
ce  rayon.  On  considère  les  plans  principaux  d'un  rayon 
comme  l'origine  des  angles  de  toutes  les  directions  per- 
pendiculaires à  ce  rayon. 

Soit  (ù  Fangle  queia  direction  de  la  plus  courte  dis« 
tance  d'un  rayon  à  un  rayon  infiniment  voisin  fait  avec 
la  direction  de  la  plus  courte  distance  en  un  des  points 
limites,  celui  dontTabscisse  est  Tj,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  l'angle  complémentaire  de  cette  direction  avec  le 
second  plan  principal,  on  a 

(7)  ces  w  ==QeiX -h  >,^  H- fA,pt, 

En  mettant  dans  cette  formule  les  valeurs  (a)  et  (6) 
de  'X,  i,  fjt,  X,,  Xj,  /Xi,  on  a 

(oj  COSW  = ^ ^ — ^  , 

ou  bien,  en  ayant  égard  à  l'équation  (6),  §  Il  ^ 
(9)  cos.^^^±M=t^. 

On  tire  de  là 


(10)  sin  6)  = 


_  A(^-~^.) 


et  par  suite 

,     .  A^i  CCS  M  4-  (r^  +  Çtt  )  h  sin  6J 

"""      A  CCS  w  H-  (^  -4-  (jV,  )  sin  w. 

Au  moyen  de  cette  formule,  on  peut  remplacer  t  par 
sa  valeur  en  fonction  de  l'angle  w  qui  fixe  plus  nettement 


(  76  ) 
la  position  d'un  rayon  par  rapport  à  un  rayon  infiniment 
voisin.  Faisons  celte  substitution  dans  l'expression 

^^  e-h(f-l-r)r  +  gr» 

de  l'abscisse  du  point  d'un  rayon  Ie*plus  rapproché  d'un 
rayon  infiniment  voisin,  et  remarquons  que 

(i4)  e4.(f-hr)f4-g/> 

[A  cos  «  H-  (^  -+-  C|7i  )  sin  w  J= 
nous  obtiendrons 

/  /.x  [e4-(f4-r)/.-f-g^n       , 

^[e4-(f+r).4-g.n3;„,,. 

Si  nous  avons  égard  aux  formules  (12)  et  (i 3),  §  II,  la 
formule  précédente  devient 

(16)  r  =  r,  cos'w-f-rjsin' w. 

Celte  élégante  formule,  qui  donne  une  relation  si  sim- 
ple entre  les  plus  courtes  distances  d'un  rayon  à  un  rayon 
infiniment  voisin  quelconque  et  les  plus  courtes  distances 
qui  correspondent  aux  deux  points  limites  du  rayon,  a  été 
trouvée  par  Hamilton,  dans  le  supplément  de  son  Mé- 
moire :  On  the  theoty  of  Systems  oj  rays.  Il  nomme 
virtual  foci  les  pieds  de  la  plus  courte  distance  de  deux 
rayons  infiniment  voisins.  Il  a  aussi  signalé  pour  la  pre- 
mière fois  les  points  limites  et  les  plans  principaux. 

(  La  suite  prochainement.  ) 
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NOUVELLES  DÉMONSTRATIONS 
DES  THÉORÈMES  DE  MM.  FAIJRE  ET  PAINYIN 

(  TOir  t.  XIX,  p.  290  et  847); 

Par  m.  Paul  SERRET. 


1.  Soient  :  une  ellipse, 

un  triangle  conjugué  ÂBC;  et  le  cercle,  circonscrit  à  ce 
triangle,  et  représenté  par  Téquation 

(1)  X^-hj»  — 2«X  — 2p/-+-7»=:0, 

OÙ  y  désigne  la  longueur  de  la  tangente  menée  au  cercle 
par  le  centre  de  l'ellipse.  Soient,  de  plus,  X,  Y  les  coor- 
données du  sommet  A  ;  et 

(2)  y^zzmx-^-n 

Téquation  du  côté  opposé  BC  \m  et  n  ayant  les  valeurs 
suivantes  : 

Les  sommets  B  et  C  du  triangle  étant  deux  points  con- 
jugués, la  droite  (2)  doit  couper  le  cercle  (i)  suivant  deux 
points  conjugués;  et  Ton  a,  dès  lors,  entre  les  coordon- 
nées des  points  communs  au  cercle  et  à  la  droite,  la  rela- 
tion 

(3)  a^yy  ^h\a^x"  —  a}b\ 

D'ailleurs  Féli  mi  nation  alternative  de  a*,  ou  de  y^  entre 
les  équations  (i)  et  (2),  donne  les  expressions  àeyy  et 
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jc^x^  en  fonction  de  m,  n  et,  par  suite,  en  fonction  de 
X,  Y  :  et  Ton  trouve,  en  substituant  ces  valeurs  dans 
l'équation  de  condition  (3), 

^a  (^a  —  ^»)  X» -f- «»  (7«  —  fl»)  Y» 


(3') 

^     '  '      .a2^»(2aX-4-2pY  — a»  — ^')=ro, 

à  laquelle  il  faut  joindre  la  relation 

(4)  x>-f-Y»  — 2aX  — 2pY-f-7*  =  o, 

exprimant  que  le  sommet  Â  du  triangle  appartient  au 
cercle. 

Or,  les  équations  (3')  et  (4)  ayant  lieu  simultanément, 
Féquation  obtenue  en  multipliant  la  seconde  par  —  a*b* 
et  l'ajoutant  à  la  première,  a  Heu  en  même  temps  que  les 
deux  autres  :  on  a  donc 

(5)  (y»  —  û»  —  b')  (a»  Y*  H-  ^^X^  —  û'  6*)  =r  o, 

et  comme  le  sommet  A  (X,  Y)  peut  êlrç  pris  arbitraire- 
ment dans  Je  plan  de  l'ellipse,  le  second  facteur  n^est  pas 
nul  ^  l'égalité  précédente  se  réduit  à 

7»  — «'  — ^*=o, 
d'où 

(6)  fz=a'-i-b\ 

2.  On  peut  parvenir,  plus  simplement  encore,  au  ré- 
sultat, par  un  emploi  convenable  d'un  théorème  dû  à 
M.  Chasies. 

Considérons,  à  cet  effet,  un  triangle  conjugué  aie,  le 
cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  et,  sur  ce  cercle,  un  point 
a' quelconque,  ou  tel,  du  moins,  que  sa  polaire,  relative 
à  l'ellipse,  coupe  le  cercle  en  deux  points  réels  i'  et  </. 
(Cette  condition  pourra  être  remplie,  d'une  infinité  de 
manières,  en  prenant  le  point  af  suffisamment  voisin  de 
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l'un  des  points  de  rencontre  du  cercle  abc  et  de  Tellipse.) 
Le  triangle  a'bV^  ainsi  défini,  sera  un  triangle  conjugué. 

En  effet,  dans  la  construction  d^un  pareil  triangle  dont 
un  premier  sommet  a'  est  donné,  on  peut  choisir  le  se- 
cond V^  arbitrairement,  sur  la  polaire  i'c' du  premier  : 
le  second  sommet  b'  peut  donc,  dans  le  cas  actuel,  être 
pris  sur  le  cercle  abc.  D'ailleurs,  par  le  théorème  auquel 
nous  avons  fait  allusion,  les  six  sommets  de  deux  trian- 
gles  conjugués  quelconques  abc,  a'b'c'  appartiennent  à 
une  même  courbe  du  Second  degré  :  et  comme,  dans  le 
cas  actuel,  les  cinq  premiers  sommets  a,  6,  c,  a',  V  appar- 
tiennent, par  construction,  au  cercle  abc^  il  en  est  de 
même  du  sixième. 

Cela  posé,  le  triangle  abc  et  le  cercle  circonscrit  de- 
meurant fixes,  imaginons  que  le  sommet  a'  glisse  sur  ce 


cercle,  en  restant  extérieur  à  l'ellipse,  et  en  se  rappro- 
chant indéfiniment  du  point  a  commun  au  cercle  et  à  Tel- 
lipse  :  sa  polaire  V  d  coupera  le  cercle  en  deux  points 
réels  b\  d\  la  corde  iVse  rapprochera  indéfiniment  de  la 
tangente  ay  de  l'ellipse  en  a,  et  aussi  du  point  a! ,  En 
même  temps,  l'un  des  points  b\  </,  le  premier  par  exem- 
ple, se  rapproche  indéfiniment  du  point  ai  :  d'où  il  résulte 
que  la  limite  du  côté  ciV  est  la  tangente  en  a  du  cercle 
abc\  la  limite  du  point  c'  étant  le  pôle  y  de  cette  tangente. 
Nous  avons  donc,  par  une  sorte  ai  élimination  géomé^ 
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trique  du  trianglie  conjugué  primitif  aie,  cette  consiruc-^ 
tion  générale  du  cercle  circonscrit  à  un  pareil  triangle  : 
Mener  dans  Vellipse  une  corde  quelconque  ao/^  cons- 
truire son  pôle  y  \  et  faire  passer  par  ce  pôle  un  cercle 
tangent  à  la  corde  en  F  une  de  ses  extrémités. 

Cette  construction  établie,  on  trouve  aisément  la  se- 
conde trace  /  du  cercle  ay  sur  le  diamètre  Oy  de  l'ellipse, 
«t  la  puissance  T?^  =  Oy.O'/  du  centre  de  l'ellipse  par 
rapport  à  ce  cercle. 

3.  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  conjugués 
coupent  orthogonalement  le  cercle  x'  H-JK*  =  a*  +  i*; 
et  l'axe  radical  de  deux  quelconques  de  ces  cercles  passe 
par  le  centre  de  l'ellipse. 

4.  Chaque  point  de  rdlipse  pouvant  être  considéré 
comme  un  triangle  conjugué,  de  dimensions  nulles,  quel 
est  le  cercle  circonscrit  correspondant?  On  trouve  que 
chacun  de  ces  cercles,  tangent  extérieurement  à  la  courbe, 
a  pour  diamètre  le  rayon  de  courbure  correspondant  de 
l'ellipse.  L'enveloppe  de  tous  les  cercles  semblables  se 
compose  de  l'ellipse  proposée  et  de  l'une  de  ses  lignes  ré- 
ciproques  par  rapport  au  centre ,  pris  pour  origine  des 
rayons  vecteurs  5  et  la  tangente  à  la  ligne  de  leurs  centres 
est  perpendiculaire  au  diamètre  correspondant  de  l'el- 
lipse (*). 

5.  On  peut  déduire,  des  remarques  précédentes,  la 
construction  de  l'ellipse,  connaissant  :  un  premier  point 
de  la  courbe,  et  la  tangente  correspondante;  un  second 
point  et  le  cercle  de  courbure  correspondant. 

6.  Pour  passer  au  théorème  de  M.  Paînvin,  considé- 
rons un  ellipsoïde  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués 

(*)  Belle  observation  dont  I9  preuve  est  à  désirer.     Tm. 
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quelconques  OA,  OB,  OC,  ou  Oo:,  O^,  Oz.  Ayant  coupé 
cet  ellipsoïde  par  le  plan  z-=.^j^  imaginons  un  triangle  fo 
conjugué  par  rapport  à  la  section  résultante;  et  soit,  sur 
Oz,  D  le  pôle  du  plan  z  =  y  :  le  tétraèdre  (^>  D)  sera  un 
tétraèdre  conjugué. 

FiG.    3. 


A     « 


Notation.  A,  B,  C  demi-diamètres  conjugués  de  Tel- 
lîpsoïde  ; 

a,  b  demi-diamètres  conjugués,  parallèles  à  Ox,  Oy  de 
la  section  z  =  y\ 

r,  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  S;  R,  rayon 
de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  {©,  D)  5 

/,  centre  du  cercle  S*,  I,  centre  de  la  sphère  (S,  D); 
O,  centre  de  l'ellipsoïde  ;  IX,  centre  de  la  section  z  =  y; 


0D'  =  7, 


(A) 


7 


rt»  +  3»=(A»-HB») 


Q3  _  ^J  , 


c» 


iyt=r»4-a»-J-A>: 


cette  dernière  équation  n'étant  autre  chose  que  la  traduc- 
tion du  théorème  de  M.  Faure. 

Si  nous  joignons  maintenant  le  point  I  aux  trois  points 
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en  ligne  droite  O,  D',  D,  nous  aurons  la  relation  connue 

Ôi'  DD'  4-  DÎ'.  OD'  =  d1!  OD  -f-  OD .  OD' .  DD'  : 

de  là,  en  remplaçant  DI  par  R'5  IVI  par  sa  valeur 

D^'VÏÏ  =  (r»  +  fl2  -f-  b')  +  (R^  -  /^)  =R«  +  a'  4.  b% 

déduite  de  la  considération  du  triangle  liC,  rectangle 
en  I,  et  de  l'emploi  de  la  dernière  des  relations  (A), 

Ôï!  DD' +  R^  OD' =  { R» -h  fl^ -t- ^')  OD -I- OD .  OD' .  DD'. 

Enfin  par  une  réduction  évidente,  cette  dernière  équation 
peut  s'écrire 

— »_       _  (g»  +  b^)  OD  4-  OD.OD'.DD' 

d'où,  par  l'emploi  des  relations  (A),  et  après  quelques 
simplifications, 

Ôî  — R''  =  A'-HB*-f-C«. 

7,  Chaque  point  de  Tellipsoïde  peut  être  considéré 
comme  un  tétraèdre  conjugué  de  dimensions  nulles  ;  et 
l'on  trouve  que  la  sphère  circonscrite  correspondante  est 
tangente  extérieurement  à  l'ellipsoïde,  son  diamètre  étant 
égal  à  la  somme  des  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface,  au  point  de  contact. 

Note  du  Rédacteur.  Nous  n'avons  jusqu  ici  que  des 
vérifications  du  beau  théorème  Faure.  L'ingénieux  géo- 
mèti!^  voudra  bien  noUs  donner  son  procédé  d'invention^ 
probablement  cas  particulier  de  sa  méthode  générale  de 
transformation  métrique,  source  inépuisable  de  pro- 
priétés de  l'espace. 
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TBÉORÉHES  CONCERNANT  LES  COURBES  GÉOMÉTRIQUES 
PLANES; 

Par  m.  E.  DE  JONQUIÈRES. 


I.  La  courbe  enveloppe  des  cordes  communes  à  une 
courbe  fixe  du  degré  m  et  aux  courbes  d'un  faisceau  (  *  ) 

du  de^ré  n  est  de  la  classe -m (m— i)  [in — i). 

Si  la  courbe  fixe  est  une  conique,  la  classe  de  Tenve- 
loppeest  simplement  [in — i).  On  en  conclut  aisément 
que  : 

II.  Par-«(fi-|-3) — /!x  points  donnés,  on  peut  décrire 

2(2»  —  i)^  courbes  du  degré  n  tangentes  à  /x  coniques 
données. 

Par  exemple,  il  y  a  7776  coniques  qui .  touchent  cinq 
coniques  ;  dix  billions  de  courbes  du  troisième  ordre  qui 
touchent  neuf  coniques,  etc.  M.  Bischoff  a  donné  dans  le 
Bulletin^  t.  V,  p.  17,  une  formule  plus  générale  qui 
s^applique  à  des  courbes  tangentes  quelconques,  mais  qui 
parait  en  défaut  dans  certains  cas. 

III.  Une  transversale  tourne  dans  un  plan  autour  d'un 
point  fixe  S,  et  rencontre,  à  chaque  instant,  en  m  points, 
une  courbe  géométrique  du  degré  m  tracée  dans  ce  plan. 


{^)  On  sait  que  des  courbes  du  degré  n   forment  un  Jaisceau,  quand 
elles  ont  les  mêmes  n*  points  d'intersection,  ce  qui  a  lieu  si  elles  passent 

par  -«(«-+-3)  —  I  points  communs. 
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Si  l'on  mène  les  langenles  et  les  normales  à  la  C,„  en  ces 
points  d'intersection,  les  tangentes  se  coupent  deux  à  deux 
sur  une  <;ourbe  Z,  et  les  normales  se  coupent  aussi  deux 
à  deux  sur  une  seconde  courbé  Z'. 

i"  Le  degré  de  la  courbe  2  est  -  m(rn  —  i)  (2m — 3)  ^ 

cette  courbe  passe  par  chacun  des  {m — 2)  points  de  la  C^, 
autres  que  le  point  de  contact,  qui  sont  situés  sur  cha- 
cune des  m  [m  —  1)  tangentes  qu'on  peut  mener  du  point  S 
à  cette  Q„. 

Chacune  des  tangentes  de  Q„  en  ses  points  d'inflexion 
et  de  rebroussement  est  une  tangente  multiple  de  Z,  d'un 
ordre  de  multiplicité  égal  à  (m  —  i  ) . 

Si  m  =  2,  la  courbe  2  est  simplement  la  droite  polaim 
du  point  S. 

2°  Ledegré  delà  courbe  2'  est -m  (m — i)  [im  — 1)5 

si  Ton  mène  par  le  point  S  des  parallèles  aux  m  asymp- 
totes de  la  C„,  et  ensuite  des  normales  à  cette  courbe 
en  tous  les  points  où  ces  parallèles  la  rencontrent  à  dis- 
tance finie,  on  obtiendra  d'abord  m  [m — i)  droites  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  la  courbe  2'. 

On  démontre  en  outre  que  sur  la  courbe  C^  il  existe 

-m [m — i)  (2171 — 3)  paires  d'éléments  infiniment  pe- 
tits, parallèles  deux  à  deux  et  situés  deux  à  deux  sur  des 
droites  concourantes  au  point  S.  Les  normales  en  ces  points 
à  la  courbe  C,„  sont  les  directions  des  autres  asymptotes 
de  2',  on  a  en  effet 

m{m — i)h--/w(/w  — i)  (2/7î  —  3)  =  -iw(/w  —  i)(2iw—  i). 

Les  normales  à  C,n  en  ses  points  d'inflexion  et  de  rebrouis- 
sement  sont  des  tangentes  à  2'  de  l'ordre  {m  —  i  ) . 
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Sî  in=z!i^  la  courbe  S'  est  du  troisième  ordre,  comme  je 
Tai  démontre  dans  le  tome  XVIII,  page  261 ,  des  Nouvelles 
Annales,  à  Toccasion.  d'un  problème  dont  celui  qui  pré- 
cède est  la  généralisation. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  548, 

(▼oir  t.  XIX ,  p.  405  et  t.  XX,  p.  66)  ; 

Par  m.  E.  DÉ  JONQUIÈRES. 


Lieu  géométrique  des  foyers  de  coniques  assujetties  à 
quatre  conditions  communes. 

On  peut,  en  se  servant  d'un  procédé  de  démonstration 
employé  par  M.  Chastes,  dans  son  Cours  à  la  Sorbonne, 
pour  le  cas  où  les  coniques  ont  quatre  points  communs, 
trouver  aisément,  sans  aucun  calcul,  le  degré  de  la  courbe, 
lieu  des  foyers  d'une  série  de  coniques  assujetties  à  qua- 
tre conditions  quelconques.  Ce  degré  est  in^  n  étant  le 
nombre  des  coniques  qui  satisfont  aux  quatre  conditions 
proposées  et  qui  touchent  une  droite  donnée  ;  et  la  courbe 
a  deux  points  multiples  imaginaires  de  V ordre  n  situés  à 
l'infini  sur  un  cercle. 

Pour  le  démontrer,  supposons  d'abord  qu'on  cherche 
le  d^ré  de  la  courbe,  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  menées  aux  coniques  de  la  série  proposée  par 
deux  points  fixes  P,  P^,  donnés  dans  leur  plan  commun. 

Menons  ;  par  le  point  P,  une  droite  quelconque  PL,  et 
soit  n  le  nombre  des  coniques  de  la  série  qui  touchent  PL. 
On  pourra,  par  le  point  P',  mener  a/i  tangentes  à  ces 
coniques,  lesquelles  couperont  PL  en  2  n  points  apparte- 
nant à  la  courbe  cherchée. 
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.  En  outre,  la  droite  PP'  est  elle-même  touchée  par  n 
coniques  de  la  série,  auxquelles  on  peut  mener  n  autres 
tangentes  par  le  point  P.  Ces  n  tangentes  coupent  la  tan- 
gente PP  au  point  P  lui-même,  qui  par  conséquent  est 
un  point  /i'"p'*  5  et  de  même  pour  le  point  P. 

Ainsi  le  lieu  cherché  possède,  sur  toute  droite  PL,  issue 
du  point  P,  3  n  points,  dont  n  se  confondent  en  un  seul  au 
point  P.  Donc  ce  lieu  est  du  degré  in. 

Si  les  points  P,  P  sont  les  deux  points  imaginaires  si- 
tués à  Tinfini  sur  un  cercle,  deux  des  sommets  du  qua- 
drilatère circonscrit  à  chaque  conique  restent  réels;  ce 
sont  les  foyer»  de  la  conique  ;  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème énoncé  ci-dessus. 

autrement.  SoientU  une  conique  quelconque,  n'appar- 
tenant pas  à  la  série  proposée,  et  L  une  tangente  quel- 
conque de  cette  conique.  Il  existe,  dans  la  série,  n  coni- 
ques qui  touchent  L,  et  chacune  de  ces  courbes  a  trois 
autres  tangentes  communes  avec  U,  lesquelles  rencon- 
trent L  en  trois  points.  Donc  la  courbe  cherchée  a  3  n 
points  sur  L,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  du  degré  3  n. 

Si  U  se  réduit  à  une  ellipse  infiniment  aplatie,  c'est- 
à-dire  à  un  segment  terminé,  et  que  ce  segment  devienne 
lui-même  le  segment  imaginaire  intercepté  par  un  cercle 
sur  la  droite  située  à  l'infini,  les  points  de  concours  des 
tangentes  communes  à  U  et  aux  coniques  de  la  série  pro- 
posée deviennent  les  foyers  de  ces  courbes  ;  ce  qui  démon» 
tre  le  théorème,  quant  au  degré  du  lieu  de  ces  foyers. 

On  conclut  de  là  que  : 

I®  Si  les  coniques  passent  par  quatre  mêmes  points, 
/î  =  2,  et  le  lieu  des  foyers  est  du  sixième  ordre,  avec  deux 
points  doubles  à  l'infini  sur  un  cercle. 

2^  Si  les  coniques  passent  par  trois  mêmes»  points  et  tou- 
chent une  droite  (c'est  le  cas  de  la  question  n"548),  «  =  4» 
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fil  le  lieu  est  du  dou^^ieme  ordre,  avec  deux  poinis  quadru- 
ples à  Finfini  sur  un  cercle.  De  même  si  les  coniques 
passent  par  deux  points  et  touchent  deux  droites. 

3*^  Si  Içs  coniques  sont  inscrites  dans  le  même  quadri- 
latère, 7»  =  I  ;  le  lieu  est  simplement  du  troisième  ordre. 

4^  Si  les  coniques  sont  normales  à  quatre  mêmes  droi- 
tes, n  =  5i]  le  lieu  est  de  Tordre  i53,  avec  dçux  points 
multiples  imaginaires  de  Tordre  5i  à  Tinfini  sur  un  cercle. 

5^  Si  les  coniques  passent  par  trois  points  et  touchent 
une  courbe  donnée  d'ordre  m,  on  a  ti  =  a  m  (/»  -h  i  )  5  le 
lieu  des  foyers  est  donc  de  Tordre  6m  (m+ 1  )• 

6^  Si  les  coniques  passent  par  deux  mêmes  points  et 
ont  un  double  contact  avec  une  courbe  de  degré  m,  le  lieu 
des  foyers  est  de  Tordre  3  m  (m — i)  (m* 4- 3  m  —  8) ,  et 
ainsi  de  suite. 


EXTRAIT  DUNE  LETTRE  DE  M.  LE  PRINCE  G.  GA6ARINN. 


i5 
Odessa ,  le  —  juillet,  1860. 

PJaceriez-vous  parmi  les  questions  de  votre  journal  le 
problème  suivant  : 

Des  quantités  incommensurables  entrent  dam  un 
calcul  que  ton  doit  effectuer  :  ai^ec  quel  degré  d^ approxi- 
mation doit-^n  prendre  chacune  d'elles  \pour  que   le 

résultat  soit  exact  à  moins  de  —  ? 

10" 

Note  du  Rédacteur,  —  Plusieurs  analystes  se  sont  oc- 
cupés de  cette  question.  Voir  Touvrage  de  M.  Vieille, 
Théorie  générale  des  approximations^  in-8,  i85a;  et 
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Nouvelles  Annales,  t.  I,  p.  2495  ^«  IV,  p.  ii4,  aiS. 
On  peut  aussi  consulter  avec  fruit  l'ouvrage  de  M.  Mundt 
(Bulletin,  t.  I,  p.  i4)  dont  nous  espérons  entretenir 
nos  lecteurs.  Nous  citerons  encore  une  théorie  de 
M.  Guilloud,  dont  on  m'a  dit  beaucoup  de  bien,  et  une 
'autre  récente  de  M.  Bourget,  professeur  de  la  Faculté  de 
Clermont,  et  dont  il  sera  question  au  Bulletin. 


SUR  LA  (QUESTION  478  ET  «ON  EXTENSION  AU  TÉTRAÈDRE 

rrolrt.  XIX.p.  S88); 

Par  m.  mention. 


En  m'occuparit  des  relations  qui  existent  entre  les 
rayons  des  huit  cercles  tangents  à  trois  autres,  et  ceux 
des  seize  sphères  qui  touchent  quatre  sphères  données, 
j'ai  indiqué  les  relations  suivantes  concernant  le  triangle 
et  le  tétraèdre  : 


/\\ 


(A)  2  (AM^fl»)  —  2  2)  (aM*. BM  fl*  cosa ,  b)  =  lôTMdoI 

M  étant  un  point  quelconque  du  plan  d'un  triangle  ABC, 
a,  i,  c  ses  côtés,  T  sa  surface  et  O  le  centre  de  son  cercle 
circonscrit. 

(B)  2(AM^A>)— 2  2(Âm'bm!aBcosA,b)  =  36V.MÔ', 
M  étant  un  point  quelconque  de  l'espace,  A,  B,  C,  D  les 


(*)  M.  Pigeon  (Henri),  élève  du  lycée  de  Strasbourg,  a  envoyé  une  se- 
conde solution  dçs  questions  478  et  523. 


I 
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quatre  faces  du  tétraèdre  A6CD,  V  son  volume  et  O  le 
centre  de  sa  sphère  circonscrite. 

Ce  ne  sont  que  les  relations  de  Goldbach  et  de  Garnot 
transformées. 

Le  théorème  de  M.  Salmon,  démontré  page  a83  du 
tome  XIX  de  ce  recueil,  se  déduit  facilement  de  ces 
relations  :  on  peut  même  l'étendre  au  tétraèdre. 

Lemme.  Etant  donnés  un  cercle  de  centre  O  et  une 
droite  qui  lui  est  extérieure  ou  tangente,  il  est  toujours 
possible  de  déterminer  deux  points  M,  M'  (se  confondant 
avec  le  point  de  contact,  quand  la  droite  touche  le  cer- 
cle), tels  que 

mI*=2AP.M0. 

A  un  point  quelconque  de  la  circonférence,  AP  sa  dis- 
tance à  la  droite. 

Ce  lemme  subsiste  pour  une  sphère  et  un  plan. 

Alors  a,  /3,  y,  â  désignant  les  distances  des  sommets 
d'un  triangle  à  une  droite  qui  ne  coupe  point  le  cercle 


AM  =  2a.M0, 
BM  =  2p.M0, 
CM=27.M0; 

d'où,  par  la  substitution  dans  la  formule  (A), 

^û'a'— .  2  Vûrècos«,^.ap=:4T'. 


Ensuite  a,  P,  y,  d  désignant  les  distances  des  sommets 
d'un  tétraèdre  a  un  plan  qui  ne  coupe  point  la  sphère  cir- 


(yo) 

consente,  ou  aura 

AM  =  2a.M0, 

BM'=2p.M0, 

Cm'=27.M0, 

Dm'=25.M0; 
d*bù,  par  la  substitution  dans  la  formule  (B), 

2  A' a»  —  2  2  AB  cosA,B  ap  =  gV». 

On  pourrait  introduire  les  arêtes  dans  cette  relation,  car 

i6AB.cosA,B 

=  c'^a^  4-  rt'»4-  b^  H-  b''  —  c'  —  c")  -4-  6»  6"  +  û'a'*  --  c'c" 

a,  a',  A,  h\  c,  c'  couples  d'arêtes  opposées,  a',  i',  c'  par- 
tant du  sommet  B,  a'^b^c  du  sommet  A,  a^c^b'  du  som- 
met 6,  etc. 

Il  sera  facile  de  conclure  du  cas  précédent  le  cas  où  la 
droite  et  le  plan  coupent  le  cercle  et  la  sphère,  en  prenant 
une  droite  et  un  plan  parallèles  et  ne  les  coupant  pas. 

Note.  Le  théorème  (p.  63)  attribué  à  M.  Roberts  est 
de  M.  J.  Harcourt  (t.  XIX,  p.  43.9). 


(  9»  ) 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  SS5 

(TOir  t.  XlXt  p.  464)  ; 

Par  m.  h.  DE  MILLEVILLE, 

Soldat  au  4^®  de  ligne, 

Et  m.  HENGY, 

Maître  répétiteur  au  lycée  de  Sens. 


Soient  a&  la  base  du  triangle  isocèle,  h  sa  hauteur, 
/  la  distance  à  la  base  du  sommet  d'une  parabole  inscrite. 
L'équalion  de  cette  parabole,  en  prenant  pour  axes  la 
base  et  la  hauteur  du  triaugle,  sera 

Taire  de  cette  parabole,  bornée  par  la  base,  est 


S  =  /:r. 


i2b'(h  —  l) 


Prenoiis  la  dérivée  de  la  fonction  S  par  rapport  à  /,  ainsi 
que  la  dérivée  par  rapport  à  x  et  égalons  ces  dérivées  à 
zéro,  ozi  a 


Eliminons  x  entre  ces  deux  équations.  La  première 
donne 

et,  par  suite,  on  tire  de  la  seconde 

valeur  qui  correspond  au  maximum  de  l'aire. 


(9>) 
Cette  aire  maximum  est 

SB,=  -y-  bfi. 

Les  coordonnées  des  points  où  la  parabole  est  tangente 
aux  côtés  du  trianslo  sont  ziz  -  et  -• 

°  2  2 

Note  du  Rédacteur,  H  reste  à  démontrer  que  le  som- 
met de  la  parabole  est  sur  la  hauteur. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  281 

(TOir  t.  XII,  p.  317  X; 

Par  m.  COMBESCURE, 

Professeur  au  lycée  de  Saint-Étienue. 


P^r  un  point  donné  dans  un  plan,  mener  dans  l'espace 
trois  droites  rectangulaires,  de  telle  sorte  qu'en  prenant 
sur  ces  droites,  à  partir  du  point  donné,  des  longueurs 
égales,  les  projections  de  ces  longueurs  sur  le  plan  soient 
dans  des  rapports  donnés. 

Ces  axes  ainsi  déterminés,  tournant  autour  d'une 
droite  fixe  passant  par  le  point  donné,  trouver  les  projec- 
tions de  ces  axes  après  une  rotation  donnée. 

Soient  y,  y^,  y,  les  angles  que  les  droites  cherchées  OX, 
OY,  OZ  font  respectivement  avec  la  normale  oz  au  plan 
de  projection  jox^  dans  lequel  on  a  mené  à  angle  droit 
les  axes  ox,  oy.  Les  trois  droites  étant  rectangulaires,  on 
aura  d'abord 

cos-7  -h  cos'7i  4-  cos^7a  =  i, 


(93) 
et  la  proportionnalité  requise  des  projections  conduira  à 

sin7t  =  ''i  sûi?»     sinyï  =  n  siny, 

m  et  n  étant  des  nombres  donnés  et  prenant  sur  les 
droites  la  longueur  commune  égale  à  i .  On  déduit  immé- 
diatement de  ces  trois  équations 

sin*7  =  -— ; , 

et  les  deux  dernières  équations  font  connaître  ensuite  y 
et  y,. 

En  désignant  par  9^  fi,  fs  les  angles  que  font  des 
projections  avec  ox^  les  formules  connues  qui  expriment 
la  perpendicularité  de  deux  directions  donnent  sur-le- 
champ 

CCS  (çi  —  ?^  =  —  cot7i  cot7, 

ces  {(f  —  ^2)  =—  cot7jCOt7, 

ces  (ç,—  y,)  =  —  cot7,  cot73, 

une  de  ces  relations  étant  la  conséquence  des  deux  autres, 
puisque  la  longitude  initiale  du  système  est  manifeste- 
ment arbitraire. 

Soient  actuellement  X,  X^,  1^  les  angles  qu'un  axe  fixe 
01  fait  avec  les  trois  droites  dans  la  position  qu'on  vient 
de  déterminer^  F  et  4>  sa  colatitude  et  sa  longitude  rela- 
tivement au  planyoo:.  Si  Ton  considère  le  triangle  sphé- 
rique  XI z  dont  les  côtés  sont  X,  F,  y  et  les  angles  opposés 
f —  ^,5»  fl>  on  en  déduit 

.    ^       sin7sinfo  —  *) 

sinô= — - — ^ -• 

smA 

Or  quand  on  fait  tourner  le  système  autour  de  01  d'un 
angle  donné  (ùy  Tangle  9  devient  d  +  o),  suivant  le  sens 


(  94  ) 
de  la  rotation,  tandis  que  ).  et  F  restent  invariables.  On  a 
donc  après  la  rotation  un  nouveau  triangle  sphérique 
dans  lequel  on  connaît  deux  côtés  X,  F  et  Pangle  compris 
e  ±:  w,  et  d'où  l'on  peut  déduire  par  suite  les  nouvelles 
valeurs  y',  ç'  —  4>  de  y  et  cp  —  4>5  ce  qui  détermine  com- 
plètement la  grandeur  et  la  direction  de  la  projection 
de  OX  après  la  rotation.  Il  serait  parfaitement  inutile, 
surtout  au  point  de  vue  de  l'application,  d'exprimer  y'  et 
(f'  en  fonction  des  données  immédiates.  On  ferait  un 
calcul  analogue  pour  les  deux  autres  projections  (^). 


THÉORÈm  F«NDAHENTAL  DE  BESARfiOBS; 

Par  m.  poudra. 


Soient  une  conique  à  centre  o,  et  une  droite  D  dans  le 
plan  de  la  conique*,  p  est  le  pôle  de  D  relativement  à  la 
conique  ;  par  p  on  mène  une  transversale  quelconque  T 
rencontrant  la  droite  D  en  f  5  sur  cette  transversale  on 
prend  deux  points  fixes  fi ,  f^  harmoniquement  conjugués 
aux  points  p  et  f,  et  deux  points  ^variables  Ci,  c,  liés 
harmoniquement  aux  points  fixes /i ,  /i  •,  par  c,  on  mène 
une  tangente  à  la  conique;  soit  m  le  point  de  contact  :  les 
droites  mc^ ,  mcj  coupent  la  droite  D  en  un  couple  variable 
de  points  formant  une  involulîon  sur  cette  droite.  Le  dia- 
nxèlipe  de  la  conique  passant  par  le  milieu  de/i/i  rencontre 
la  droite  D  en  un  point  5,  qui  est  le  centre  de  cette  învo- 
lution  ;  soit  d  la  distance  de  ce  centre  à  un  point  double 


(*)  Ce  problème  est  relatif  à  la  perspective  Farish  (William)  on  isome^ 
tricul  perspective  {Tram.  Camhr.  Soc,  t,  I,  1832).  Né  en  1759,  mort  en 
1887.     Tm- 


(95  ) 
de  rinvolution  ^  par  la  droite  D,  menez  un  plan  quelcon- 
que P,  et  dans  ce  plan  élevez  en  s  une  perpendiculaire  st 
égsile  à  la  distance  d]  concevons  un  cône,  ayant  pour 
sommet  le  point  t  et  pour  base  la  conique  donnée  ;  me^ 
nons  un  plan  parallèle  à  P,  il  coupera  le  cône  suivant 
une  conique  dont  les  deux  foyers  sont  sur  les  droites 

C'est  de  cette  propriété  que  Desargues  déduit  toutes 
les  propriétés  focales  et  diamétrales  des  coniques. 

N^ote  du  Rédacteur.  Les  couples  de  points  Cj ,  c,  sont 
aussi  en  invôlution  sur  la  transversale  T,  et  le  milieu  de 
fiift  ^^  le  centre  de  cette  invôlution.  Les  points  p  et  t 
sont  deux  points  conjugués  dans  cette  invôlution.  Le  pôle 
de  la  transversale  T  est  le  point  de  la  droite  D  conjuguée 
au  point  t,  dans  l'involutioti  sur  cette  droite. 


mmm  de  la  question  s^s 

(▼OIrtXIX,  p.M4); 

Par  m.  Louis  GREMOJNA. 

Professeur  de  géométrie  supérieure  à  l'université  de  Bologne  {*). 


On  sait  que  la  polaire  réciproque  d'un  cercle,  par  rap- 
port à  tin  atitre  cercle,  est  une  conique  qui  a  un  foyer  au 
centre  du  cercle  directeur.  D'où  il  suit  que  la  polaire  ré- 
ciproque d'une  conique  donnée  est  un  cercle,  seulement 
si  le  cercle  directeur  a  son  centre  dans  lin  foyer  de  la  co- 
nique donnée. 


(*)  Chaire  établie  par  M.  Farini,  et  trois  autres  à  Turin,  Pavic  et  Naples. 
Cette  dernière  par  Garibaldi.    Tm. 


(96) 
On  a  un  théorème  analogue  dans  Tespace.  La  polaire 
réciproque  d'une  surface  de  révolution  du  second  ordre 
donnée,  par  rapport  à  une  sphère,  est  une  surface  du 
second  ordre,  qui  a  un  point  focal  au  centre  de  la  sphère 
directrice.  D'où  il  suit  que  la  polaire  réciproque  d'une 
surface  du  second  ordre  donnée  n'est  une  surface  de  révo- 
lution qu'à  condition  que  le  centre  de  la  sphère  direc- 
trice soit  un  point  focal  de  la  surface  donnée.  C'est-à- 
dire  : 

Les  coniques  focales  ou  excentriques  (Tune  surface 
du  second  ordre  sont  le  lieu  du  centre  d*une  sphère  par 
rapport  à  laquelle  la  polaire  réciproque  de  la  surface 
donnée  est  une  surface  de  résolution. 


SOLUTION  DE  U  QUESTION  527 

(voir  t.  XlX,p.  SS5); 

Par  mm.  J.  MENTION  et  TRONSENS, 

Elève  du  lycée  de  Douai, 

Et  m.  E.-M.  h***. 


Les  points  de  rencontre  des  hauteurs  des  triangles, 
inscrits  et  circonscrits  au  système  de  deux  circonfé- 
rences, sont  situés  sur  une  circonférence. 

On  a  démontré  (*)  que  la  distance  du  centre  du  cercle 
des  neuf  points  au  centre  du  cercle  inscrit  est  égale  à 

—  ^ — r;  R,  r  étant  les  rayons  des  cercles  circonscrit  et 


•(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  V,  p.  404. 


(97) 
inscrit.  Ainsi  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  dé- 
crit une  circonférence.  Or  il  est  au  milieu  de  la  droite 
joignant  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  point  de  ren- 
contre des  hauteurs  \  donc  celui-ci  décrira  une  circonfé- 
rence de  rayon  R  —  ar. . . . 

Le  centre  de  gravité  décrit  également  une  circonfé- 
rence. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  551 

(TOlr  t.  XIX.  p.  404)  ; 

Par  m.  Stanislas  KAMINSRT. 


1 .  Lemme.  La  somme  de  deux  carrés  n'est  jamais  de 
la  forme  4'»"+" 3. 

2.  Lemme.  Un  nombre  pair  de  facteurs  de  la  forme 
4/1  -h  3  donne  un  produit  de  la  forme  ^n-^-i. 

Un  nombre  impair  de  facteurs  de  la  forme  4  '^  ■+■  3 
donne  un  produit  de  même  forme. 

3.  Lemme.  La  somme  de  deux  carrés  impairs  est  de  la 
forme  4^*  -h  2. 

Théorème.  L'équation 

(i)  a:»-hr*  =  /?2S 

p  étant  un  nombre  de  la  forme  4n  -H  3,  ejt  impossible 
en  nombres  rationnels. 

Démonstration,  Soient 

m  n 

.x  =  -,    y  =  - 

deux    nombres  fractionnaires   irréductibles  ^   on  devra 

Ann,  de  Mathémat.,  t.  XX.  (Mars  1861.)  7 


(98) 
avoir 
(2)  w'7'  -H  n^P  =  p(pP. 

Il  y  a  trois  cas. 

i"  CAS.  q  ci  l  impairs;  alors  éjr'/*  est  de  la  forme 
4«  -f- 1  (lemme  2),  donc  pg^P  est  de  la  forme  4^^  H-  3; 
par  conséquent  Féquation  (2)  est  impossible  (lemme  i). 

2®  CAS.  q  pair  et  /  impair;  n*P=ipq*P — rn^q^-j 
équation  impossible,  car  q  étant  pair,  n  est  impair;  donc 
n}  P  est  impair. 

3*^  CAS.  q  pair  et  /  pair;  faisons 

çr  =  2''^i,      l:=2*li     et     J]>r; 
/i  et  qi  sont  impairs;  don€ 

ou 

équation  impossible,  car  m'</'  est  impair. 

Autre  démonstration  diaprés  Legendre. 

Si 

p  =,  s^t,     on  pose    sz  =  z' 

et  Féquation  (i)   conserve  la  même  forme;  donc   on 

peut  admettre  que  p  ne  renferme  pas  de  diviseur  carré. 

Soit  donc 

p=  aittsas,...  a»; 

les  a  sont  des  nombres  premiers. 

Legendre  démontre  (Théorie  des  nombres,  2*^  éd. ,  p.  3 1  ) 
que  Féquation  (  i  )  n'est  possible  qu'autant  qu  il  existe  un 
nombre  entier  X  qui  satisfasse  à  Féquation 
V -h  !=/?«; 

u  étant  un  nombre  entier,  on  devra  donc  avoir  simulta- 
nément les  équations 


(99) 
les  u  étant  des  nombres  entiers;  or,  pour  que  Téquation 

V+  ï  =  a,  Je, 

soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 

(— i)     *     —  x=a,v; 

y  nombre  entier  [Théorie  des  nombres,  2^  édit.,  p.  170). 
Or  ^  étant  de  la  forme  4^  +  3,  il  faut  qu'Uy  ait  un 
nombre  impair  de  a  de  cette  forme  (lemme2)  et  au 
moins  un. 

Soit  donc 

a,  =  4«  -+-  3; 
on  devra  avoir 

( —  1)'"+^  —  I  =:a,  V,      ou      —  2=:a/v; 

équation  impossible  ;  donc,  etc. 


NATHEHATIGAL  MONTHLY. 

(voir  Bulletin,  t.  V,  p.  S). 


Décembre  1860,  vol.  III ,  p.  65. 


Les  cinq  questions  suivantes  sont  proposées  aux  Élèves. 
Les  solutions  seront  reçues  jusqu'au  i**"  février  1861  et 
les  prix  seront  décernés  et  annoncés  au  mois  de  mars  186 1 . 

1 .  Sur  la  diagonale  AC  du  carré  ABCD,  on  prend 
AE  =  7AC;  démontrer  que  le  quadrilatère  BADE  est 
équivalent  au  carré  de  AE. 

2.  Deux  roues  dentées  engrènent,  en  tournant  l'une 
sur  l'autre;  la  première  roue  a  m  dents,  désignées  par 
a,,  ûj, . . . ,  r/,„;  la  seconde  roue  a  n  dents,  désignées  par 

7- 


(   io<>  ) 
&,,  &2v"9  ^>i9  '''  ^^  '^  so>^L  premiers  enlre  eux.  Supposons 
que  la  dent  «i  touche  la  dent  b^  •  lorsque  ce  contact  aura 
lieu  une  seconde  fois,  toutes  les  autres  dents  se  seront 
touchées . 

3.  F^liminant  ^  entre  les  deux  équations 

arcos((p  +  a)  -+- jsin  (ep  -h  a)  =  «sin2y, 
y  cos(<p-+-  a)  -4-  j:sin(q>-|-  a)  =  2acoS2y, 

démontrer  que  l'on  a 

1  --.  ' 

(j-sina  —  ^cosa)*  +  (jsina-f- xcosa)^  =(2«)\ 

4.  x^  y^  z  étant  les  trois  côtés  d'un  triangle,  si  Ton 
a  la  relation 

x'  -h  y'  4-  -z^  =  3  m% 

77£  étant  constant,  1  aire  maximum  est  -^m'. 

5.  Soit  donné  un  système  d'ellipses  par  Téquation 
ax^  -h  by^  =  i  où  a  et  &  sont  des  variables  liées  par  la 
relation  a  —  fc  =  c-,  c  est  une  constante  donnée.  Démon- 
trer que  la  trajectoire  donnée  par  Téquation 

X=C€         *' 

coupe  chaque  ellipse  en  un  point  [x^  y)  sous  un  angle 

dont  la  tangente  est  - 

Remarque,  Nous  n'avons  pas  reçu  les  numéros  de  no- 
vembre iSSp  à  novembre  i86o  inclusivement  (*). 

C)  On  n'insérera  pas  les  solutions  des  questions  1  et  2. 


(   loi   ) 


NOTE  SUR  LES  SECTIONS  TORlOIiES^ 

Par  m.  a.  CORNU  (*), 

Elève  à  SaiDte-Barbe  (classe  de  M.  Gerono). 


On  peut  mener  au  tore  une  infinité  de  plans  tangents 
qui  coupent  la  surface  :  toutes  ces  sections,  remarquables 
par  la  variété  de  leur  forme,  jouissent  d'une  propriété 
commune  dont  voici  l'énoncé  : 

La  section  du  tore  par  un  plan  tangent  est  la  podaire 
dune  conique^  le  pèle  étant  sur  taxe  non  focal. 

L'équation  du  tore  ayant  l'axe  des  z  pour  axe  de  révo- 
lution et  le  centre  du  cercle  méridien  sur  l'axe  des  x  es 

(i)  (v^a:2-4-r'— rfy-4-z^=r». 

Il  s'agit  d'obtenir  la  forme  la  plus  simple  de  l'équation 
de  la  section . 

La  surface  étant  de  révolution,  il  suffit  de  considérer 
une  série  de  plans  tangents  suivant  un  méridien.  Prenons 
le  méridien  qui  est  dans  le  plan  des  zy. 

Ce  plan  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles  égaux  dont 
Taxe  des  y  est  la  ligne  des  centres.  Il  est  facile  de  voir 


que  tout  plan  tangent  au  tore  suivant  l'un  de  ces  cercles 

(*)  Admis  le  8^  à  TÉcole  Polytechnique ,  au  coneo«rs  de  1860. 


(    ^02    ) 

est  parallèle  à  Taxe  des  x  et  que  sa  trace  sur  le  plan 
des  zy  est  une  droite  tangente  à  la  circonférence. 

Cette  tangente,  et  par  conséquent  ce  plan  tangent,  a 
pour  équation 


[jr  —  d)  =  mz  —  r  \m*  +  i 

(si  Ton  désigne  par  m  la  tangente  trigonométrique  de 
r  angle  que  fait  la  droite  avec  l'axe  des  z). 

En  éliminant  z  entre  cette  équation  et  celle  du  tore,  on 
obtient  pour  la  projection  de  la  section  sur  le  plan  zj 


(2) 


[v^irr^-  hY  +  [rz:±tiv^^l+i  J  =  > 


Dans  cette  projection  les  dimensions  de  la  figure  sont 
inégalement  altérées;  les  x  se  projettent  en  vraie  gran- 
deur, les  y  sont  multipliés  par  le  cosinus  de  l'angle  que 
forme  le  plan  de  la  courbe  avec  le  plan  des  ay^  cet  angle 
est  évidemment  le  complément  de  l'angle  dont  la  tan- 
gente est  m  :  pour  obtenir  la  section  en  vraie  grandeur,  il 

suffirait  de  ' changer  y  &ij  X  sin  arc  tang  w,  c'est-à-dire 

m 
enjX-==. 

Viw»-H  I 

Mais,  avant  d'opérer  cette  substitution,  il  convient  de 
transporter  Taxe  des  z  parallèlement  à  lui-même,  de  ma- 
nière qu'il  passe  par  le  point  de^ contact;  l'équation  de  la 
section  sera  beaucoup  plus  simple. 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

Zy  =  rsin  arc  tang/7i, 

r 

j,  =  r/  —  rcos  arc  tang/7t  =  rf- 


Changeons  donc  y  en  ly-i-d .■:  j  dans  Téqua- 


lion  (2)  où  z  n'cnirc  pas,  on  obtient 


LV  ^Im^^i 

L    //iV'^i'-hi     J 

Remplaçant  maintenant  r  par  --==> 

Développant  et  élevant  au  carré  on  trouve,  réductions 
faites  : 

V/w'  H- 1  L  V 'w  H-  '    I 

—i x^  =  o. 

Vw'  -f-  I 

CiOmme 

m  =  tang  a 

(a  angle  du  plan  tangent  avec  le  plan  des  xz)^  on  a 

m 


I 


=  sina, 


.  =  cosa, 


et  par  conséquent 

I  — /^drx" cosa  =  o  (*). 

{*)  Lc8  termes  du  quatrième  degré  forment  un  carre  pariait,  c'est  donc 
une  podaire  de  conique.    Tm. 


(  ïo4  ) 

Or,  Tëquation  de  la  podaire  d'uDe  conique 

l'origine  des  coordonnées  étant  le  pôle,  est 

i^x^'-h  jr'Y -h^y . X  .  (x^  -h  X')  -^X'ix"  —  If')  —  a^^  z=z  o. 

Identifions  les  deux  équations  : 
x'  =2^SÎna, 

Retranchons  la  seconde  du  carré  de  la  première,  il 
vient 

b^  =  ^dcosoL  (r—  âfcosa). 

On  a  donc  les  deux  axes  de  la  conique  ;  la  distance  du 
pôle  y'  situé  sur  Taxe  b  au  centre  de  la  courbe  est 

ndsinx. 

Ainsi  toute  section  torique  par  un  plan  tangent  est  la 
podaire  d'une  conique,  le  pôle  étant  situé  sur  Taxe  non 
focal. 

Nous  allons  voir  que  la  réciproque  est  aussi  générale* 

En  effet,  on  a 

valeur  toujours  réelle  si    a>&.  Divisanty  par  a*,  on 
trouve 

tang  g  _  2jr' 


(  io5  ) 
Or  taiig  «  sera  toujours  réel,  car  on  a 


Il  est  facile  de  voir  que^  pour  obtenir  toutes  les  sections, 
il  suffit  de  faire  varier  a  de  o  à  — 

2 

D'où  l'on  conclutque  a' sera  toujours  positif,  mais  queè' 
ne  sera  positif  que  quand  on  aura 

cosa<^-5 
a 

c'est-à-dire  que  la  section  sera  la  podaire  d'une  ellipse 
tant  que  Tinclinaison  du  plan  tangent  sur  le  plan  des  xz 

sera  plus  grande  que  arc  cos  -• 

Au  delà,  la  section  sera  la  podaire  d'une  hyperbole. 
L'inclinaison  limite  correspond  au  cas  où  le  plan  tangent 
passe  par  le  centre,  comme  on  peut  le  voir  facilement. 

Sans  entrer  dans  la  discussion  des  courbes,  qui  d'ail- 
leurs est  extrêmement  simple,  nous  aurons  une  idée  de 
leur  forme  en  donnant  à  a  différentes  valeurs. 

a  =  G.  Le  plan  tangent  est  parallèle  à  Taxe.  L'équa- 
tion (3)  devient 

(x»  +  /«)»  4-  4rf/»(rf  —  r)  —  l^àrx"  =  o, 

équation  d'une  courbe  passant  par  Torigine. 
C'est  la  podaire  d'une  hyperbole  si  r/]>  r,  car 

ô»  =  4f/(r  — rf): 

le  pôle  est  au  centre.  Le  système  des  tangentes  à  l'origine 
est 


(  •»«  ) 

La  courbe  de VI (il 11  une  letuiiiscalo  de  ReiiiouUi  pour 
l'hyperbole  est  équilatèrc;  car 

Si  d<^r^  la  seclion  sera  toujours  une  podaîrc d'ellipse. 
Supposons  que  le  plan  tangent  se  meuve  de  manière 

que  a  augmente  de  o^  à  arc  cos  -• 

La  section  sera  une  podaire  d'hyperbole^dont  l'axe  focal 
a^  varie  de  ^drh  4^*,  dont  l'axe  imaginaire  6'  varie  de 
^d[r — d)  à  o. 

Le  pôle  d'ailleurs  s'éloigne  du  centre  jusqu'à  la  distance 

ar/siiiarccos-;=  a  ^^  —  r^ 
a 

Quand  le  plan  passe  par  le  centre,  l'hyperbole  podaire 
de  la  section  s'est  réduite  à  ses  deux  sommets,  la  podaire 
devient  un  système  de  deux  circonférences;  en  effets  l'é- 
quation est  le  produit  des  deux  facteurs 


•îp'  -+- j'  +  2J  sJ(P  —  J^  —  2  rx  =  o, 


^'-4-/'"  4-  2J  y]d'  —  r^  -i-  7.rr  ~  o. 

Elles  sont  symélri(juement  placées  par  rapport  à  Taxe 
des  X  passant  par  l'orighic;  les  coordonnées  des  centres 
sont 


le  rayon  esl  donc 


(  I07  ) 
C'est  la  section  découverte  par  M.  Yvon  Villarceau. 
Si  le  plan  tangent  continue  à  se  mouvoir  jusqu'à  ce  que 

a  =  -9  les  sections  sont  des  podaires  d^ellipses  dont  l'axe 

focal  a'  varie  de  4''*  à  o  ;  dont  l'axe  6*  varie  de  o  à  r*, 
puis  revient  à  o. 

La  distance  du  pôle  au  centre  de  l'ellipse  augmente  et 
converge  vers  ad. 

Pour  a  =  -  >  Tellipse  se  réduit  à  un  point,  la  section 

devient  un  système  de  deux  cercles  qui  coïncident  :  en 
effet,  l'équation  est  un  carré  parfait  : 

cercle  tangent  à  l'axe  des  x  à  l'origine  et  dont  le  rayon 
esid. 

Jamais  la  section  n*est  une  podaire  de  cercle  dont  le 
p&le  est  en  dehors  du  centre,  c^est-à-direqu'on  n'obtient 
jamais  de  conchoïde  de  cercle  ni  ^ épicycloïde  ;  car  a' 
ne  peul  pas  devenir  égal  k  i',  excepté  pour  a  r=3  6  =3  o. 

n  y  a  cependant  une  section  curieuse  quand  le  plan 
est  tangent  à  l'extrémité  de  l'ombilic  du  tore  lorsque 
d<^rf  la  courbe  de  section  présente  alors  un  point  de 
rcbroussement  de  première  espèce.  C'est  une  podaire 
d'ellipse  dont  le  pôle  est  au  sommet  du  petit  axe. 
C'est  la  podaire  elliptique  correspondante  à  la  podaire 
circulaire  nommée  conchoïde  de  cercle  ou  limaçon  de 
Pascal. 

Remarque.  Toutes  ces  courbes  ont  pour  diamètre  cur- 
viligne, divisant  en  parties  égales  les  cordes  passant  par 
l'origine,  un  cercle  dont  le  rayon  est  dsin  a  :  en  effet, 
transformons  les  coordonnées  rectilignes  en  coordonnées 


(  'o8  ) 
polaires,  et  divisons  par  p*, 


p  =  —  2<fsinasinwdb  y  • 

C.    Q.    F.    D. 


SOMMATION  DE  SÉRIES  INFINIES; 

Daprés  m.  SCHLOMILGH. 


(Zeitschrift,  5*^  année,  page  i33,  mars  1860.) 
1.  Soit 

f(x)  est  une  fonction  inconnue,  mais  qui  a  une  valeur 
connue  pour  x  =  o,  valeur  qui  n'est  pas  nulle,  comme 
semble  Tindiquer  le  développement  que  la  décomposition 
suivante  met  en  évidence 

Posant 

JC  =  o, 
on  obtient 

/(o)=o.x, 

expression  indéterminée;  on  la  détermine  ainsi» 
On  a 

X  X  X 

(a/?)'-*  ~"  2'./^'-'  "~  (2/?)»-'' 


(  »o9  ) 
donc 


./  l\  X  X  X  X 


d'où 


2*       /    1 I_  J I_  \ 


Faisons 


on  trouve 


y./      X  I  /l  I  I  I  \ 


'     Ainsi,  dans  le  cas  actuel, 


o.oo  =  I. 
2. 


.1  .1 

sm  -  0?       sm  -  j: 
,    ,       smar  2  3 

ç(x)  =  -^+-^^  +  __— , 

il  s'agît  de  trouver  la  valeur  de  f  (o). 

Si  X  désigne  un  arc  du  premier  quadrant,  on  a  Tinéga- 
lité 

4:>  sinx  ^  x  —  ^  aH». 
Remplaçant  les  sinus  par  les  arcs,  on  a 

^  X  X  X  .         I  /     I  I  \ 


(   "o) 
Posant 


X  =  o. 


ces  deux  séries  s'approchent  de  l'unité. 
Donc 

(p(0)=:0. 

3. 

série  convergente  pour  toute  valeur  positive  de  x\ 

Faisant 

j:=  o, 

on  a 

f  (o)  =  o.QO  valeur  indéterminée, 

^(x)^ff[7^x)  = 


(l  — X»)  (l+2Xp         (l-hSxV 


donc 

T(0<T(^)<.Q)<t(g)<...<T(o), 

?  (0 = ^ -♦- ^ -+- -jj^ -H- •  •  =  o»644934v 

donc 

9  (o)>  0,644934. 

Ainsi  a:  décroissant,  (p  (x)  augmente. 


(  "O 


QUESTIONS. 


566.  Soit  D"  tangf  la  dérivée  d'ordre  n  de  tang^,  on  a 
l'équaiion  symbolique 

D"  tangç  =  (D'  4-  D»)»~', 
c'est-à-dire 

D«-«  !)•-»-  (,1  —  i)  D»-»  D*  -H  (^  — 0(^-"^)  j3„-3  D2 

I  •  2 
OU 

D«=  tangip. 

Lorsque  n  =  i,  le  dernier  terme  doit  être  pris  =  i  j  alors 

D' tangcp  =  tang*(j)  -|-  i . 

567.  Quelle  est  la  probabilité  que  l'angle  aigu  formé 
par  deux  grands  cercles  tracés  au  hasard  sur  une  sphère 
sera  compris  entre  m  degrés  et  n  degrés  ? 

568.  Construire,  sans  admettre  aucun  postulatnm  re- 
latif aux  parallèles,  un  trapèze  tel ,  que  les  milieux  des 
deux  côtés  et  les  milieux  des  diagonales  soient  sur  une 
même  droite  parallèle  aux  bases,  et  que  chaque  diago- 
nale fasse  avec  cette  droite  et  la  plus^  petite  base  des 
angles  alternes-internes  égaux  entre  eux. 

(LiONNET,  professeur.) 

569.  ABD  est  un  triangle  rectangle  en  6^  sur  AB 
comme  diamètre  une  circonférence  décrite  rencontre  AD 
en  E;  si  AE  =  BD,  alors  AE  est  égal  au  quadrant  de  la 
circonférence  à  un  millième  du  rayon  prés. 

(A.  S.  Herschel.) 

570.  Deux  ellipses  homofocales  sont  l'une  inscrite  à 


(111.) 

un  triangle  el  Fautre  circonscrite  au  même  triangle  \  ou 
a  la  relation  suivante  entre  les  demi  grands  axes  et  Fex* 
centricité 

(Mention.) 
571. 

on  a 

I 

On  prend  pour  p  tous  les  nombres  entiers  positifs  de  i 
à  00  .  Faisant 

on  a 

(Ettler.  ) 
S72. 

(EuLER.) 

573.  Soit  la  fraction  continue 


I 


Faisons 


fl  -f-  T  =  M,       a  H =  N, 

b  '  ,        I  ' 

c 


(  ..3  ) 

011  a 

MN  =  /f. 

o74.  Dans  le  peniaèdre  ABCAMî'C,  ABC,  A'B'C 
sont  deux  faces  triangulaires /7arâ//é/e5;  les  faces  ABA'B\ 
ACA'C  sont  deux  faces  quadrilatères  planes^  la  cin- 
quième face  BCB'C  est  un  paraboloïde  décrit  par  la 
droite  B'C  se  mouvant  sur  les  directrices  BB',  CC  paral- 
lèlement aux  plans  ABC,  A'B'  C^.  On  a  : 

Volume  du  pentaèdre  égale 

g  h  sin  BAC  r  AB  ^AC  4-  ^  A'  C  W  A'  B'  ^  A'  C  -|-  -  AC^l  ; 

A  =  distance  des  faces  ABC,  A'B'C^    (Masgheroni.) 
575.  Soient 

Ix  -+■  /wj  H-  /îz  =  o , 

les  équations  d'une  ellipse  dans  Pespace;  les  axes  prin- 
cipaux de  cette  ellipse  sont  les  racines  de  l'équation 

?ir?  "^  2»  —  b-"  ~^  z' — c^  ""  ^' 

(SfeDLE¥  TayLOR.) 


PROPBIÉTÈS  SEGMENTAIRES  DE  L  HYPERBOLE 

rapportée  à  ses  asynptotes  ou  à  des  axes  parallèles  au  asynptotes. 


Rappelons  quelques  définitions  et  quelques  principe» 
déjà  énoncés. 

ànn.  de  àlathcmat.,  t.  XX   (Mars  ib6i.)  8 


(>M) 

i .  Poùils-racincs.  Ct;  sont  des  points  situés  sur  une 
(Iroilc  el  donl  les  distances  à  un  poinl  fixe,  aussi  sur 
eotlc  droite,  représentent  les  racines  d'une  équation,  ou 
peuvent  les  représenter.  Les  points-racines  multiples  cor- 
respondent à  des  racines  égales. 

2.  Segment,  intervalle  entre  deux  points-racines. 

3.  Points  analytiques  conjugués^  points -racines  Ima- 
ginaires correspondant  à  des  racines  imaginaires  conju- 
guées; le  segment  compris  entre  deux  i^oii\{&  analytiques 
est  réel. 

4«  Produit  segmentaire,  un  produit  de  segments  où 
chaque  racine  ne  se  présente  qu  une  fois. 

Chaque  segment  renfermant  deux  racines,  il  s'ensuit 
que  dans  un  produit  segmcntaire  il  y  a  deux  fois  autant 
de  racines  que  de  segments. 

5.  Rapport  segmcntaire  :  c'est  le  rapport  entre  deux 
produits  segmentaires  renfermant  chacun  les  mêmes  ra- 
cines différemment  combinées. 

Le  nombre  des  segments  dans  chaque  produit  donne  le 
{/uantième  du  rapport;  ainsi  il  y  a  des  rapports  doubles, 
triples,  etc. 

Lorsqu'un  point-racine  est  à  l'infini,  il  y  a  dans  les 
deux  termes  du  rapport  un  segment  infini,  qu'on  peut 
supprimer;  le  quantième  s'abaisse  d'une  unité  ;  le  rapport 
double  devient  simple,  etc. 

6.  Rapport  fasciculaire  :  si  d'un  point /ixe  on  mène 
des  droites  à  tous  les  points-racines  qui  entrent  dans  un 
rapport  segmcntaire,  on  obtient  autant  de  triangles  qu'il 
y  a  de  segments;  triangles  de  même  hauteur;  remplaçant 
donc  les  segments  pris  pour  bases  par  les  aires  de  ces 
triangles  et  les  aires  par  le  produit  des  deux  autres  côtés 
et  par  le  sinus  de  Tangle  qu'ils  comprennent,  le  rapport 
sogmen  taire  sera  remplacé  par  un  rapport  entre  des  sinus 


(  -'5  ) 
égal  au  rapport  segmenlaire.  Le  rapport  eiilro  les  sinus  est 
un  rapjyorifascictilaire, 

7.  Corollaire.  Les  rapports  segmentaircs  sont  projec- 
tifs.  Soient  aiy  a^^a^y ...  ^un  système  de  points-racines, 
qu'on  Içs  projette  sur  un  plan  en  fti ,  ^s ,  £3, . . .  *,  un  rap- 
port segmentaire  formé  avec  les  a  est  égal  au  rapport  seg- 
mentaire  analogue  formé  avec  les  b. 

Les  rapports  fascîculaîres  sont  aussi  projectifs. 

Ces  deux  principes  sont  d'une  extrême  fécondité  et 
permettent  de  transporter  des  propriétés  segmentaircs 
d'une  figure  dans  la  figure  projetée,  ou,  comme  s'exprime 
Newton  dans  son  Ombre^  par  exemple,  du  cercle  dans  les 
trois  autres  coniques,  etc. 

8.  Système  réciproque  des  points-racines  :  lorsque  les 
racines  peuvent  se  partager  eu  couples  tels,  que  dans  cha- 
que couple  le  produit  de  deux  racines  soit  constant,  le 
système  des  points-racines  est  dit  réciproque. 

Desargues,  qui  le  premier  a  considéré  ce  système,  l'a 
surnommé  en  im^olution,  parce  qu*en  effet  une  moitié 
renferme  l'autre  moitié. 

9.  Soit 

Xi  —  .r ,  =  (Y  ; 
alors 

de  là  on  conclut  :  si  dans  un  produit  segmentaire  on  rem- 
place chaque  racine  par  sa  réciproque,  ce  second  produit 
est  égal  au  premier  divisé  par  le  produit  des  racines;  les 
deux  produits  sont  de  mêmes  signes  si  le  quantième  est 
pair,  et  de  signes  opposés  si  le  quantième  est  impair. 

10.  Corollaire.    Si  dans  un    rapport  segmentaire  on 

8. 


(nrt) 
ipinplac:e  iliaque  raiiiic  [)ar  sa  réciproque,  ce  second  rap- 
port eslégal  au  premier. 

Les  applications  an  système  de  points-racines  en  invo- 
Inlion  sont  înluilîvcs. 

1 1 .  Soient  une  hyperbole  de  centre  O  et  rapportée  à 
ses  asymptotes,  OP  l'abscisse  et  PM  l'ordonnée  d'un 
point  M  de  l'hyperbole;  portons  PM  sur  l'axe  des  ab- 
scisses de  O  en  P, ,  le  produit  OP,.  OP  est  consunt;  con- 
séqneninient  les  couples  de  points  P,  P,  forment  un  sys- 
tème en  involution;  au  centre  O  correspond  un  point  situe 
à  l'infini  soit  à  droite,  soit  à  gauche;  les  deux  nappes 
donnent  le  même  système  en  involution  ;  car  x^= —  x  — j 
et  le  centre  appartient  à  la  fois  aux  deux  systèmes  et  les 
sépare  ;  aux  sommets  les  abscisses  sont  égales  aux  ordon- 
nées; alors  le  point  P  coïncide  avec  P,  ;  ce  sont  les  deux 
points  doubles  situés  à  égale  distance  du  centre,  la  dis- 
tance d'un  point  double  au  centre  se  nomme  la  moyenne 
(géométrique)  de  Tinvolution. 

12.  Soient  a,  j:,  7,  b  quatre  points-racines;  net  b 
sont  fixes  et  x  et  y  sont  variables  ;  supposons  que  le  rap- 
port segmentaire  flonble  soit  égal  à  la  constante  c\  on 
aura 

(jr  ^  x){b-^a)z=c[x-^o){b—y)\ 
posons 

-_-  =  /.; 
on  aura 

.rr  —yi^-^P)  -^  ^{p—  b)  -j-abz=r.  o, 

qui  représente  une  hyperbole  rapportée  à  des  axes  paral- 
lèles aux  asymptotes  et  vice  versa,  une  telle  hyperbole 
représente  un  couple  de  points  variables  formant  avec 
deux  points  fixes  un  rapport  segmentaire  double,  con- 
stant, l'abscisse  du  centre  est  «  -h  p  et  l'ordonnée  b  —  p. 


f"7) 
Si  Ton  rapporUî  celle  liyporbolc  à  ses  asymploles,   ou 
oblient 

les  points  sontdisiribués  sur  le  second  axe  «les  x  comme  sur 
le  premier,  maison  voit  qu'ils  sont  en  involulion  relalîve- 
ment  au  centre.  Donc,  lorsqu'un  couple  de  [)oinls  varia- 
bles forme  un  rapporlsegraenlairc^OMi/e  toujours  lememc, 
avec  deux  points  fixes,  ces  points  forment  un  système  en 
involution,  et  réciproquement  tout  système  en  involution 
peut  être  produit  par  un  tel  système  de  quatre  points. 

13.  Un  système  de  points  en  involution  est  pvojcctif, 
car  il  peut  être  engendré  par  des  rapports  segmentaires 
constants  qui  soient  projectifs  (§7). 

Les  points  doubles  restent  tels  en  projection,  mais  non  le 
rentre  d'involution*,  car  le  centre  de  la  perspective  d'une 
conique  n'est  pas  la  perspective  du  rentre;  mais  ayant  les 
deux  points  doubles,  fc  milieu  de  leur  intervalle  donne 
le  centre  d'involulion.  D'api'ès  ce  principe  on  Irausportr 
les  propriétés  involutives  d'une  figure  dans  sa  perspective. 

Dans  un  système  en  involution  tous  les  cercles  décrits 
sur  l'intervalle  des  deux  points  conjugués,  <:omme  dia- 
mètre, ont  même  axe  radical,  et  il  passe  par  1<*  rentre 
d'involution. 

14.  Soit 

f  équation  d'une  conique  ;   le   coefficient  13  variant  seul, 

toutes  les  coniques  passent  par  les  mêmes  quatre  points 

fixes  situés  sur   les  axes.  Une   parallèle   à   Taxe  des  x 

loupe  ces  coniques  en  un  syslèmi;  de  toupies  eu  involulion; 

var  r  étant  constant,  le  produit  des  abscisses  dans  chaque* 

,           A j2  +  D  > '+  F  ,  ,  ,    . 

couple  est  —   -   j, -     ':  par  conséquent,  le  produit  est 


(  >«8) 
constant.  Lorsque  la  transversale  rencontre  les  deux  axes, 
passant  par  les  points  fixes,  on  peut  mettre  la  figure  en  per- 
spective de  telle  sorte  que  la  transversale  devienne  paral- 
lèle à  l'un  des  axes  ^  donc  le  théorème  subsiste  pour  une 
transversale  quelconque  (§13). 

Ce  théorème  est  de  Desargues  ;  il  a  démontré  le  pre- 
mier que  les  six  points  d'intersection  des  côtés  et  des  dia- 
gonales d'un  quadrilatère,  ou  bien  des  côtés  d'un  quadri- 
latère et  d'une  conique  circonscrite,  par  une  transver- 
sale, sont  en  involution.  Sturm  a  généralisé  le  théorème. 

15.  Un  rapport  segmentaire  de  quantième  quelconque 
étant  donné,  si  deux  racines  seulement  sont  inconnues, 
elles  représentent  les  coordonnées  d'une  hyperbole,  rap- 
portée à  ses  asymptotes. 

16.  Le  rapport  segmentaire  binaire  égal  à  i  se  ren- 
contre dans  les  accords  musicaux  :  aussi  les  Grecs  ont-ils 
donné  le  nom  d'harmonique  à  ce  rapport.  D'après  des 
considérations  algébriques  de  position,  M.  Chasles  donne 
ce  nom  au  rapport  égal  à  —  i ,  et  nomme  anliannonique 
tout  rapport  qui  n'est  pas  égal  à  — i.  Cette  dernière 
expression  est  adoptée  en  France,  en  Angleterre,  en 
Italie,  mais  pas  en  Allemagne. 


DEMONSTRATION  SIMPLE 

d'oD  théorème  de  Newton  sur  les  coniques  inscrites  à  ni  quadrilatère; 

Par  m.  VANNSON. 


Le  lieu  des  centres  des  coniques  inscrites  à  un  quadri- 
latèrc  est  une  ligne  droite  joignant  les  milieux  des  trois 
diagonales.  La  démonstration  de  M.  Briol  est  fondée  sur 


("9) 
les  polaires  rcciprotjucs  que  beaucoup  d'élèves  ne  possè- 
dent pas.  Celle-ci  est  directe  et  me  paraît  courte. 

Je  prends  pour  axes  deux  diagonales  AOA',  BOB'  du 
quadrilatère.  Soient  a,  cl  les  abscisses  des  sommets  A,  A'  ; 
i,  V  les  ordonnées  de  B  et  B'.  Soient  COC,  DOD'  les 
points  de  contact  d'une  des  courbes,  les  quatre  droites 
partant  de  O  forment  un  faisceau  harmonique  (  Nouvelles 
Annales^  i858j  p.  221).  Si  donc  je  représente  OC  par 
Féquation 

la  droite  DD'  aura  pour  équation 

r= — mx. 

Cela  posé,  les  coordonnées  de  C  seront 
ab  mab 

1»    y  =  in-:r'- 


b  '\'  ifi 
celles  du  point  D  sont 

ab'  —  mab' 

-b'-'-ma' 


, 

-  ma 


je  joins  par  une  droite  le  point  A  au  milieu  de  CD  :  celle 
droite  qui  contient  le  centre  aura,  réduction  faite,  pour 
équation 

y      _     m{b'^b') 
X  —  a       b'  —  A— 2  am 

celle  qui  joint  A'  au  milieu  de  C  D'  s'en  déduit  en  clian- 
géant  a  en  a\  b  cwb*  et  réciproquement,  ce  qui  donne 

y       __      m{h^b') 


X  —  a'       b  —  h'  —  Q.a'  m  ' 


{  »ao  ) 
éliminant  m,  il  vient 


l(b  +  b')      i(«  +  «') 


c'est-à-dire  une  ligne  droite. 


REMARQUE  SUR  LA  QUESTION  412 

rrotr  t.Xyi,  p.  410); 

Par  m,  TARDY, 

Directcrur  des  études  à  TEcole  de  la  Marine  à  Gênôs. 


Les  formules  dont  on  demande  la  démonstration  dans 
la  question  proposée  par  M.  Michael  Roberts  ne  sont 
autre  chose  que  les  coefficients  du  troisième  et  quatrième 
terme  de  Téquation  aux  carrés  des  différences  des  racines 
de  Téquatîon 

{a,byc^...)(xy  i)»  =  o. 

Ces  coefficients  ont  été  calculés  d'une  manière  nouvelle 
par  M.  Brioschi  dans  un  important  Mémoire  dans  le  t.  VI 
des  Annaliàe  M.  Tortolini. 

Je  saisis  cette  occasion  pour  faire  une  déclaration. 

Dans  la  solution  de  la  question  141  publiée  dans  le 
t.  Xin  des  Nouv^elles  Annales^  j'avais  fait,  en  passant, 
l'observation  qu'un  énoncé  de  Fourier  n'était  pas  exact. 
Depuis  j'ai  connu  que  celte  méprise  échappée  au  célèbre 
géomètre  avait  été  signalée  par  M.  Mainardi  dans  un 
Mémoire  sur  la  ihéorie  des  équations,  imprimé  à  Pavie 
en  i833  (lîiccrche  siiUa  dotlrina  dcUc  equazioni)  cl 
par  M.  Slern  dans  le  l.  IX  du  Journal  de  Crelle,  Je  dois 
celte  dcriiici'c .indication  à  mon  illustre  ami  M.  Hetti. 


(  "I  ) 

M.Mainardi  donne  aussi  dans  son  Mémoire  un  procédé 
pour  calculer  les  coefficients  de  Téquatiou  aux  carrés  des 
différences. 


SOLUTION  m  U  QUESTION  483 

iTOlrt.XIl,  p.lK*)]; 

Par  m.  Uon  AUTIÉ, 

Elève  du  lycée  Louis-le-Grand. 


Nous  conservons  la  même  figure. 
Notations. 

Cône  ABD  =  ^  na^  (r-f-  x); 
Cône  tronqué  ABCD  =  ^7f  (rH-^)(fl*-hfl7-h  r'); 

Segment  sphérique  ACD  =  ^  tt  ( r  -4-  x)  [3y^  -f-  (r  -f-  .r )2  ]  ; 
Vol.  mixtiligne  ABC  =  vol.  ABCD  —  vol.  ACD 

=  g  w  (r-f- j:)  [2/1* -4- 20/ — r' —  (/• -h  *)'] 

==  i  TTtf' (r  4- j:) -t- g  TT  (r-l- J-)  [irtV  —  j' —  (V -h  .r)2  J. 

La  tangente  de  l'angle  que  la  tangente  en  C  fait  avec 
Taxe  des  Xj  donne  cette  égalité 

X  ax 

-=-- ^,        rtr  =  rf/'  +  or). 

y       /-(r  +  .r)  "  V    -T-     ; 

Substituant,  ou  a 

Vol.  mixtiligne  ABC  =  vol.  ABD. 

C)  La  bolution  donnée  en  cet  endroit  usl  fuulivc. 


(  laa  ) 
La  solution  de  la  «luestion  484  est  une  cousëqueuce 
immédiate  de  celle-ci. 


SOLUTION  W  LA  QUESTION  843 

(TOlr  t.  XIX,  p.  861); 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

Répétiteur  à  Lyon  (institution  Poncin). 


l.  Xjjr  désignant  des  inconnues  ^  a,  t,  c,  d  des  quan- 
tités connues  liées  entre  elles  par  les  relations 

(I)  rt4-^  =  rS     a-^bz=zd\ 

le  système 

(A)  ax'—bx  =  x^ — j%     bjc -^ ay  = /^Jcx 

a  les  quatre  solutions  suivantes 

07  =  i  [(c  -+-  rf)  (2c»  —  3rfc  -h  ae/2)  -f.  cd{c  —  d)  ^n] , 
x  =  j{c^d){c'^d'), 

ou      /  =  ^ —  I . 

y  =  U(c^ d)(iic'  H-  3dc  -h  2d')  4-  crf(c  H-  ^)  V^'] , 


(  ..3  ) 
2.  En  supposant  d'abord  qu'aucune  des  quantités  a^  b 
ne  soit  nulle,  la  valeur  qui  annule  4j  —  ^  "c  |)eut  faire 
partie  d'une  solution  du  système  A  ^  ce  dernier  est  donc 
équivalent  au  suivant  : 

ou  bien 

j'(4r-*)[«'-*(4r-*)] 
=  :r'[«  +  (4r-*)]l'^-(4r-*)J, 

ce  qui  donne  la  solution  j^=o,  ar=o.  Il  reste  a  résoudre 
le  système 

(4r-*)[«'-A(4r-*)]=j'[«+(4r-6)][«-(4^-*)], 

__    qy       • 
'-4F=^A' 

qu'on  remplace  par  le  suivant 

4  42 

et  enfin,  en  posant  z  =  z/  H-  69  par 

(B)                {                    J=^(/*-4-26), 
X  ■=:  y j 


(  «M  ) 

3.  Qii  a  identi(|ucmcut 

u^-^3{a'—'b')u-^2b{u'—  b') 
=r(ttH-  b)(iO—bu^'^a'—ib^)^  u'b; 

donc,  pour  les  valeurs  de  u  racuies  de  réqualion  du  li 
sième  degré  du  syslème  (6)^ 


u-h  ù  a^b 

u  -j^b   ""  â^b 

ti^-^bu-h^a^  —  ab^ 


Le  système  (B)  est  donc  remplacé  par  le  suivaul 

(c)  {      r  =  ^(«  +  26), 


X 


-4\       ^        ; 


4.  Ou  sait  que  les  racines  de 

v^  H-  3/^p  -f-  2^  =  o 

se  déduisent  de  la  formule 

ru  remplaçant  successivement  a  par  chacune  des  raci 
rubiqucs  de  l'unilé  posilixc.  L'applicdlion  de  cette 


(  ,a5  ) 
iiiuh*  à  la  dernière  cqualion  en  u  donne 

ou  enfin,  en  tenant  compte  des  relations  (I), 

u  =  ctd'^c  —  7?  de"*, 

5.  Substituant  dans  Téquatiou  (C)  celte  valeur  de  u^ 
un  a 

OU 

4 
4 

Posant  tour  à  tour 


I 


on  a  les  trois  premières  solutions  du  n**  1. 

Les  formules  de  ce  numéro  subsistent  encore  quand 
une  des  quantités  a,  b  est  nulle  ou  que  toutes  deux  le 
sont  :  ces  formules  sont  donc  générales. 


(  «aC) 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  NORMALB  EN  1860 

(Toir  t.  XIX,  p.  8f8et486); 

Par  m.  DESGRAJSGES. 


Question  généralisée.  Un  cône  de  révolution  est  coupé 
par  un  plan.  Si  par  tous  les  points  de  l'intersection  on 
mène  des  droites  qui  rencontrent  Vaxe  du  cône  sous  un 
angle  constant ^  chacune  de  ces  droites  perce  la  surface  du 
cône  en  un  second  point. 

Quelle  est  la  courbe  formée  par  ces  seconds  points? 

Solution  analytique.  Soient 

(i)  y-hx'  =  {az-^ry 

l'équation  du  cône  ; 

(2)  z  =  mx 

Téquation  du  plan  sécant ,  et  A  la  cotangentc  de  Tanglc 
constant.  L'équation  de  la  surface  formée  par  toutes  les 
droites  est 

(3)  (x2+j')(z  — Xyï/wx-I-  /•r/  =  [(ûz— r)/?ia:— X(jr>-f-j')]'. 

Les  deux  intersections  de  cette  surface  avec  le  cône  (i) 
ont  pour  équations  : 

i©  j> -h  jr?«  =  (az  —  ry     et     z  =  mx, 

c'est  l'intersection  donnée; 

•^  ^  '  I  —  An 

c'est  riiiterscction  cherchée. 


(  1^7  ) 
La  courbe  cherchée  est  donc  semblable  à  rintersectioii 
donnée.  Les  plans  des  deux  courbes  sonl  perpendiculaires 
à  une  section  principale  du  cône,  ils  sont  également  in- 
clinés sur  l'axe  du  cône,  mais  en  sens  contraire. 

c.    Q.    F.   T. 

Tout  cône  de  révolution  qui  a  même  sommet  que  le 
cône  primitif  coupe  la  surface  (3)  suivant  deux  coniques 
semblables  entre  elles  et  de  même  espèce  que  Tintersec- 
lion  donnée. 

Si  dans  Téquation  (3)  on  fait  ^=:  a,  on  aura  Téqua- 
lion  de  la  surface  formée  par  les  normales. 

Si  a  devient  zéro,  le  cône  donné  devient  un  cylindre. 

On  a  alors  une  surface  que  tous  les  cylindres  de  révo- 
lution concentrique  à  Taxe  des  z  coupent  suivant  deux 
dlipses  égales,  etc. 

Cette  surface  est  identique  à  celle  qui  a  pour  direc- 
trices :  1**  la  base  d'un  cylindre  de  révolution;  a®  une 
des  arêtes  de  ce  cylindre  et  dont  la  génératrice  fait  un 
angle  constant  avec  cette  arête. 

Elle  peut  encore  être  engendrée  par  une  droite  qui 
tourne  autour  d'une  autre  qu'elle  rencontre  sous  un  angle 
constant,  le  point  d'intersection  marchant  sur  la  droite 
fixe  de  quantités  proportionnelles  au  sinus  de  l'angle  que 
décrit  le  plan  des  deux  droites. 

Quand  on  a  en  même  temps  a  =  o,  ^  =  o,  tous  les 
plans  des  ellipses  suivant  lesquelles  la  surface  est  coupée 
par  les  cylindres  de  révolution  concentriques  aux  z  se 
coupent  suivant  une  même  ligne,  toutes  les  ellipses  ont 
leur  petit  axe  sur  cette  ligne  et  ont  leurs  centres  en  un 
même  point  de  cette  ligne. 

Nota.  Pour  le  cas  où  le  plan  sécant  est  vertical,  Té- 
quaiion  (3)  ne  donne  qu'un  cas  particulier. 


(    128    ) 

Mais  si  l'on  prend  les  équations 

y^  ■{- x^  =  [az  —  r)% 

Téquation  de  la  surface  est 

x^az  —  ry  =  (*'  -f- j«)  [^fljT  —  P  {Aa  —  i)]'. 

On  voit  bien  que  tout  cône  de  révolution  ayant  même 
axe  et  même  sommet  que  le  cône  donné  coupe  la  surface 
suivant  deux  hyperboles  dont  les  plans  sont  verticaux  et 
perpendiculaires  à  une  section  principale  du  cône  donné. 

Remarques  générales. 

Si  Ton  fait  tourner  le  plan  des  xz  autour  de  l'axe  des 
X?,  toute  droite  du  plan  qui  rencontre  Taxe  des  z  décrira 
un  cône  de  révolution.  Mais  si  Tinlerscction  de  la  droite 
avec  Taxe,  au  lieu  de  rester  fixe,  se  meut  sur  Taxe  de 
telle  sorte  que  sa  distance  z'  à  F  origine  varie  en  même 
temps  que  l'angle  B  du  plan  mobile  avec  le  plan  des  xzj 
en  un  mot  que  l'on  ait 

z'  =  ç(B) 

((f  représentant  une  fonction  quelconque)  pour 

2'  =  tangB     et     ^  =  0, 

on  a,  comme  on  sait,  le  paraboloïde  gauche  isocèle. 

Il  est  clair  que  pour  chaque  espèce  de  fonction  cf  on 
aura  une  espèce  particulière  de  surfaces  dont  l'équation 
est  de  la  forme 


k  étant,  comme  on  l'a  supposé,  la  cotangente  de  l'angle 
que  la  génératrice  fait  avec  les  z* 


(  1^9  ) 
La  surface  représentée  par  l'équalion  (3)  est  uoe  de  ces 
espèces  de  surfaces.  On  a  dans  ce  cas 

rm  (i -h  M  cosB 

z'  =z i -—• 

I  +  am  cosB 

On  peut  supposer  que  /ir,  au  lieu  d'être  constant,  varie 
avec  B.  On  a  alors  un  genre  de  surfaces  représentées  par 
l'équation  générale 


Z-\-ff 


(Î)=,(J)^?T7. 


Cette  dernière  équation  représente  toutes  les  surfaces 
gauches  qui  peuvent  être  coupées  par  un  plan  suivant  une 
droite  qui  rencontre  toutes  les  génératrices  (  rectilignes, 
bien  entendu). 

Ainsi,  pour  prendre  un  cas  simple,  Téquation 


\/-s 


i^st  Téquation  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe-, 


z— N-=o 

z 


Téqualion  d'un  paraboloïde  gauche  isocèle,  etc- 


Ann.  de  Mathém,,  t.  XX.  (Ayril  i86i,) 


(  'So  ) 


RELATIONS  ENTRE  LES  BIAHÈTRES  CONJUGUÉS  D'UNE 
SURFACE  MI  SECOND  ORDRE; 

Par  m.  PAINVIN, 

Professeur  au  lycée  de  Douai. 


1 .  Lemme.  Pour  que  la  fonction 

Ail  ^1  "+"  Ajj  A.J  — |-  A33  X3 
H~  2  A12  X|  A-j-f-  2  Al 3  Xi  X3  •+-  2  A23  Xj  X3 

se  réduise  à  la  somme  de  deux  carrés^  il  faut  et  il  suffit 
que 

An       Au      A13 
Aji      Ajj      A23 

A  31         A32         A33 

2.  Prenons  une  surface  du  second  degré  rapportée  à 
son  centre 


(0 


-h  2 «,2^1  ^2  -f  2 a, 3  a:,  3:3  -4-  2023-^2^^3  =  à; 


désignons  par  S  le  premier  membre  de  cette  équation,  et 
par 

a,  =  COS  (x2  ox^)f      Xi  ==.  cos  (X3  ox,  ),      aa  =  ces  (x,  0X2) 

les  angles  que  font  entre  eux  les  axes  ox^ ,  ox^ ,  0X3. 
Soit  maintenant 


(2) 


-h  !lb,tjr,y,+  2  6,3/,  J',  +  2*„  J',  J3  =  A, 

la  forme  que  prend  l'équation  (i)  lorsqu'on  rapporte  la 


{  «3.  ) 
surface  à  de  nouveaux  axes  oy \  ,  oj^ ,  073  ;  désignons  par 
T  le  premier  membre  de  celte  équalîon,  et  par 

p,  =  cos(/,  073),     pi=^cos(jr^  07,),     p»  =  cos(7,  oj,) 

les  angles  que  font  entre  eux  les  nouveaux  axes. 
Considérons  en  outre  les  deux  fonctions 

M  =  xJ  -harj-f- jcj  -t-  2a3  JC,  Xj  -f-  2 a,  x,  jTa  -+■  2 «,  x-^  ^3, 

N=rî H-rî  ■+■/;  H- 2P3 r. r, -f- ap,  j, 73 4- 2p» 7, j3, 

qui  représentent:  la  première,  la  distance  d'un  «point  à 
l'origine  dans  le  système  des  axes  primitifs-,  la  seconde,  la 
distance  du  même  point  à  la  même  origine  dans  le  nou* 
veau  système  d'axes. 

Quand  ou  passe  du  système  primitif  au  système  nou- 
veau, la  fonction  S  se  change  en  T  et  la  fonction  M  ea 
N5  par  suite,  la  fonction  S-h-AM  se  change  en  T-l-XN, 
quelle  que  soit  l'indéterminée  i.  Donc,  si,  }K)ur  une  cer- 
taine valeur  de  i,  la  fonction  S  4-  ^  M  devient  la  somme 
de  deux  carrés,  pour  cette  même  valeur  de  X,  la  fonction 
T  -h  XN  deviendra  aussi  la  somme  de  deux  carrés.  Par 
conséquent,  si  Ton  exprime  que  les  deux  fonctions 
S-l-  XM,  T  -h  X  N  se  réduisent  à  la  somme  de  deux  carrés, 
les  deux  équations  en  i  ainsi  obtenues,  c'est-à-dire 

«2t-f->a3  «22  4- >       «„-HXa, 
flaiH-Xa,   fl32-f-Àa,    «;,3-f-A 

^ît-4-Xp3     ^22  H- A  6j3  4->p, 

^si  ■+•  XPi    Ô32  4-  Xpi    ^3.»  -h  A 

devront  avoir  les  mêmes  racines  en  ly  être  identiques. 

9- 


(  '3=») 


3.   Posons 


A  = 


^=i 


B  =  . 


C'est  le  carré  du  volume  du  paralléli- 
pipède  construit  suivant  les  trois 
axes  oXi^oXiy  ox^  avec  des  longueurs 
égales  à  Tunitc. 


dà  d^ 

2  a,- h  aaj- 


2a3-- — , 


I  aa  aa 
a,  •  I  a, 
as      ai       I 

«U  flil  «13 
«21  (In  «23 
«31     «33     «33 

d^       d^       d^ 

dau       da-ii       da^z  da^z  da^ 

C  =  «n  (l  —  aî)  -h«,2(l  —  a?)  -h  «33(1  —  a?) 

-|-2iiia(a,  aj — as)  -4-  2fl,3(aia3  —  a,) -♦- 20,3  (ajûTa  — a,); 

les  quantités  A,  6,  C,  A  sont  des  quantités  connues  et 
constantes  qui  ne  dépendent  que  des  coefficients  de  Té- 
quation  primitive  et  des  angles  des  anciens  axes. 

En  exprimant  que  les  deux  équations  ci-dessus  ont  les 
mêmes  racines,  on  arrive  aux  trois  relations  fondamentales 
suivantes  entre  les  coefficients  de  l'équation  primitive  et 
ceux  de  Téquation  transformée  : 


(I) 
(II) 

(III) 


e  =  -.v, 
de      de       de         ^  de         ^  de 


dbn       dbr 


db*', 


.de        B     ,, 

4-  2^n(P.  p2—  Pi)  -f-  2^.3  (P.  Pa  -  P2) 

-f-2^»,3(p2p.-p.)   =   ^-V. 


Dans  ces  relations,  je  désigne  par  0  et  V  les  expressions 


(  «33  ) 


suivantes  : 

^11  ^1»  ^13 

^31  ^32  ^33 

p.  p.  i 


C'est  le  carré  du  volume  du  paralléli- 
pipède  construit  suivant  les  axes  o^i, 
^Xi  >  ^Xi  avec  des  longueurs  égales  à 
r  unité. 


4.  Première  application.  Si  les  trois  nouveaux  axes 
sont  trois  diamètres  conjugués,  on  devra  avoir 

el  1  équation  (2)  prendra  la  forme 

^u  j;4-^«rî  +  ^33r;  =  A. 

Or,  si  Ton  désigne  par  ai ,  a^,  a^  les  longueurs  des  trois 
diamètres  conjugués,  on  aura 


(3) 


h  -  * 


«»M  =  -t;  9 


^33=  -T" 


Dans  celte  hypothèse  particulière  les  relations  (I),  (II), 
(ni)  deviennent 


(I  bis) 
(II  bis) 


bti  bn  ^3,  =  --•¥, 

A 


bit  ^33  -H  ^33  ^11  4-  bxx  bi,  =  7»V, 

A 


(III    bis)         *„  (l  —  Pî)+   *»(I  —  P5)  +   *33(l  -  Pî)  =  J.V. 


(  i34) 
Or,  en  introduisant  les  valeurs  (3)  et  en  remarquant 
que  y  a]  a]  al  est  le  carré  du  volume  du  parallélipipède 
construit  suivant  les  trois  axes  oji^  oy-f,  ay^^  avec  des 
longueurs  respectivement  égales  aux  longueurs  des  demi- 
diamètres,  la  relation  (1  bis)  donne 

Y  a]  al  al  = =  constante  =  a^  A'  c*, 

a,  i,  c  désignant  les  trois  demi-axes  de  la  surface. 
La  relation  (  Il  bis)  donne 

La  relation  (TLlbis)  conduit  à 

C  Ch^ 

^        Ya]alal  = ^aH^-ha'c'-h  b^c\ 

An  A 

D'où  Ton  conclut  ces  trois  théorèmes  : 

1^  Le  volume  du  parallélipipède  construit  sur  trois 
diamètres  conjugués  quelconques  est  constant. 

2^  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués 
quelconques  est  constante. 

3®  La  somme  des  carrés  des  surfaces  des  trois  parallé- 
logrammes construits  avec  trois  diamètres  conjugués 
quelconques  est  constante, 

5.  Seconde  application.  Si  les  trois  nouveaux  axes 
sont  rectangulaires,  on  a 

et 

fi,  al  a\ 


(  ,35  ) 
Une  seule  des  relations  ci-dessus,  la  relation  (lU),  ne 
dépend  que  des  quantités  ft,i ,  ftjj ,  633  ]  elle  donne  alors 

C 


ou 


^11  H-  hii  +  ^33  =  - 


I  I  I  C 

a]        al       a^        kk 


c'est-à-dire  la  somme  des  carrés  des  ini^erses  de  trois 
diamètres  rectangulaires  quelconques  est  constante. 


SOLUTION  DE  LA  QOESTIOR  55Y 

(TOir  t.  XIX,  p.  464); 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

Répétiteur  à  Lyon  (  institution  Poncin  ). 


Énoncé  ; 
4 j _-_|_. .  .4-- TT     pour     Um^=:o. 

i.  Il  nous  semble  que,  dans  Thypothèse  dont  il  s'agit, 
la  limite  de  la  série  proposée  est  zéro  {*)* 
Posons 

d'où 


{*)  J'ai  copié  cette  équation,  sans  examen,  dans  je  ne  sais  quel  journal 
allemand.    Tm. 


(  i36) 
Pour  des  valeurs  quelconques  Gnies  de  x  et  de  w,  on  a 

celle  dernière  somme,  quand  le  nombre  de  ses   termes 
augmente,  tend  constamment  vers  une  limite  finie,  savoir 

g  7c'  (Euler,  Introductio  in  analysin^  vol.  I,  p.  i3i)  : 

f(.r,«)<-.7r%      fi^.^X.-^'^^^y     pour     J:>o, 

r  représentant  un  nombre  absolu  aussi  petit  qu'on  vou- 
dra, mais  non  nul,  alors  pour 

ou  aura 

<p(x,/î)<r, 

quel  que  soit  /z. 

2.  On  peut  donc  trouver  un  nombre  absolu,  non  nul, 
tfel,  que,  pour  toute  valeur  positive  de  x  inférieure  à  ce 
nombre,  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de 
la  série  proposée  soit  inférieure  à  un  nombre  absolu 
donné,  quelque  petit  que  soit  ce  dernier;  la  limite  est 
donc  zéro. 

3.  On  peut  arriver  au  même  résultat  sans  avoir  recours* 
à  la  limite  d'une  autre  série. 

X  étant  positif  et  non  nul,  c*haque  terme  de  la  série 
proposée  est  plus  polit  que  le  précédent;  donc,  n  étant 
un  entier  fixe, 

X  or  X  «^         ^     «-a? 


4-  ,''"^x»-|-2^'^,T'-h  3'"^'**~^j:'-|-/i''^x»-+-i  ' 


(  ï37  ) 
rélant  un  nombre  absolu,  non  nul,  inférieur  à  -  cl  aussi 
petit  qu'on  voudra,  l'inégalité 


est  remplacée  par  les  suivantes  : 

rx^  —  714?  -f-  r  >  G , 
71»  — 4r' 


k'-"^ 


>o. 


4 

(^„ ^ )\r. ^ j>o, 

/i  —  ^«* —  4^*'  -^  n-\-s^n} — 4''* 

2r  ir 

donc 

0<x<C ■ h... H <-T <ir, 

^      ^;,4.y/;,»+4H-^'-H'^  "^  ^^  4- «*  ^  X^+  I   ^ 

•  4.  Quel  que  soit  le  nombre  de  termes  consécutifs  de  la 
série  proposée  que  l'on  veut  ajouter,  il  existe  un  nombre 
tel,  que,  pour  toute  valeur  positive  de  x  inférieure  à  ce 
nombre,  la  somme  dont  il  s'agit  soit  plus  petite  qu'un 
oombre  absolu  donné,  non  nul,  quelque  petit  que  soit  (;e 
dernier  \  la  limite  ne  peut  donc  être  que  zéro. 

Note.  MM.  Pirain  et  Ressler,  élèves  du  lycée  Saint- 
Louis,  emploient  cette  considération. 
Soit  la  courbe  donnée  par  Téquation 


y  = 

a 

a^-f-jr' 

Taire 

de 

cette 

courbe 

est 

i  ydy  =  arc  tang — h  constante. 


{  i38  ) 
Si  Ton  suppose  qu'à  Torigine  où  a:  =:  o  Taire  est  nulle, 
alors  la  constante  est  aussi  nulle;  mais  on  ne  peut  plus 

o 
supposer  ensuite  a  =  o,  arc  tang  -  est  une  expression  in- 
déterminée. 


«OESTimiS. 


o76.  Soient  C  le  centre,  F,  F'  les  foyers  et  P  un  point 
quelconque  d'une  ellipse  de  Cassini.  Qu'on  décrive  un 
cercle  passant  par  F,  F'  et  P,  et  supposons  que  la  normale 
à  la  courbe  au  point  P  rencontre  ce  cercle  dans  un  second 
point  N;  alors  on  aura  cette  relation 

CP  X  PN  =  constante.  (Strebor.) 

577.  Dans  un  polyèdre,  la  différence  entre  la  double 
somme  des  angles  dièdres  et  la  somme  des  angles  solides 
est  égale  à  autant  de  fois  quatre  angles  droits  qu*il  y  a 
de  faces  moins  deux. 

578.  Les  quatre  cercles  inscrits  dans  un  triangle  sphé- 
tique  sont  touchés  par  un  même  cercle.        (Haut.) 

La  tangente  du  rayon  sphérique  de  ce  dernier  cercle 
est  la  moitié  de  la  tangente  du  rayon  sphérique  du  cercle 
circonscrit  au  triaagle.  (Salmow .  ) 

579.  Etant  donnée  une  courbe  quelconque  sur  la 
sphère,  d'un  point  fixe  C  pris  sur  la  sphère  menons  à  la 
courbe  le  rayon  vecteur  sphérique  CO;  prenons  sur  ce 
rayon  un  point  O'  tel,  qu'on  ait 

.    CO' 

sm 

2 


i 


.    CO 
sin  — 

2 


(  >39  ) 
quantité  constante.  Le  lieu  des  points  O'  forme  une  se- 
conde coarbe  telle,  qu'on  aura  :  aire  de  la  courbe  CO' 
est  à  l'aire  de  la  courbe  CO  comme  a*  :  i .     (Vanjsson.) 

580.  Résoudre  les  équations 

««—  3A*  a^-f-  3 A*  (f  —  7»)  u^  —  A«(i  —  37»-+-  ^7^)  =  o , 

„«_  (aA^-f-C^)  a<H- (aA^  C'<x-f.  A'ff")  «'— A' C'cr  =  0, 

(1  =  1-7%     ^"=i-7"% 

u  r=  I  4-  277'  7"  —  7*  —  7'»  —  7"». 

(Lamé.) 

581 .  En  calculant  la  valeur  algébrique  du  déterminant 


n 
n  n  —  1       n 

/i./i  — I                   n,n — \  .n  — 

2 

n 

t^ 

1.2*                                1.2.3 

^n — \,n  —  2   ,  n,n  —  \.n — 2. 

1.2 

1.2.3         "                1.2.3.4 

<"-'       . 

n.n  —  I 
n             .        r. . 

n  —  I  f""^ ,  /?/"""' 

les  puissances  impaires  de  t  disparaissent,  et,  en  posant 
t*=u^  Téqualion  A  =  o  est  Téqualion  aux  carrés  des 
différences  des  racines  de  l'équation 

x"—  I  z=  o. 

(MiCHAEL   ROBERTS.) 

582.  Soit  V  un  des  foyers  d'une  hyperbole  équilalère 
quelconque  tangente  à  une  ellipse  donnée  et  concentrique 
avec  elle*  En  supposant  que  le  point  de  contact  de  ces 
deux  courbes  varîo,  le  rectangle  FV.F'V,  F,  F'  étant 
les  foyers  de  rellipse,  ronscrvora  une  valeur  constante. 

(Strebor.) 


(  i4o  ) 

583.  Etant  données,  dans  un  plan,  deux  courbes  géo- 
métriques, Tune  de  degré  m  et  Tautre  de  la  classe  n-^  si 
une  tangente  roule  sur  celle-ci  et  que  par  les  points  où 
elle  rencontre  la  courbe  C^,  on  mène  à  cette  courbe  des 
tangentes  et  des  normales  : 

i"  Les  tangentes    se  coupent   deux  à  deux  sur  une 

(ourbe  de  degré  - mn  [m  —  i)(im  —  3); 

2^  Les  normales  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 
courbe  de  degré  -  mn  [m  —  i)  (2m  —  1  ). 

(E.    DE    JONQUIÈRES.) 

584.  Une  conique  étant  inscrite  dans  un  triangle, 
soient  respectivement  a,  jS,  y  les  rayons  de  courbure  de 
la  conique  aux  points  où  elle  touche  les  côtés  a,  b^  c  du 
triangle,  on  a 

8S=/ -  +  _  +  _\/-___-H_\/_  +  ___\, 

S  désignant  Taire  du  triangle.      {  Capitaine  Faure.  ) 

585.  Trois  coniques  étant  données  dans  un  même 
plan,  il  y  a  vingt  points  d'où  elles  sont  vues  sous  le 
même  angle  ou  sous  des  angles  supplémentaires. 

(Capitaine  Faure.) 

586.  Géométrie  descriptive.  Étant  données  deux  droi- 
tes A  et  B  dans  l'espace,  construire  une  troisième  droite 
qui  fasse  avec  A  un  angle  donné  a  et  avec  B  un  angle  p. 

(Desgranges.) 

587.  Quelle  est  la  surface  engendrée  par  une  droite 
qui  glisse  sur  deux  autres  A  et  B  de  telle  sorte  que  dans 
chacune  de  ses  positions  Tangle  qu  elle  fait  avec  A  est 
égal  à  Tangle  qu'elle  fait  avec  B.  (Desgranges.  ) 


{  Ml  ) 

688.  Soient  T,  ï'  les  points  de  contact  des  deux  tan- 
gentes menées  à  une  ellipse  d'un  point  quelconque  O,  et 
soient  F,  F'  les  foyers  de  la  courbe.  Désignons  par  rf,  d' 
les  deux  demi-diamètres  parallèles  à  OT,  OT',  et  posons 

0T  =  /,     or  =  t',     FO  =  p,     F'0  =  p'. 
Alors  on  aura 

(Strebor.) 

589.  Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  étant 
inscrit  dans  une  conique,  si  Ton  mène  par  son  centre  des 
parallèles  à  chaque  côté  du  polygone,  de  manière  à  for- 
mer un  parallélogramme  en  chacun  de  ses  sommets,  la 
somme  des  inverses  des  parallélogrammes  de  rang  pair 
est  égale  à  la  somme  des  inverses  des  parallélogrammes  de 
rang  impair.  (Capitaine  Faure.) 

590.  Si  l'on  prend  les  polaires  des  points  milieux  des 
côtés  d'un  triangle  relativement  à  une  conique  quelcon^ 
(fue  inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante. 

(Capitaine  Faure.) 

591 .  Deux  tétraèdres  de  volume  V  et  V  étant  polaires 
réciproques  relativement  à  une  surface  du  second  degré 
dont  les  demi-axes  principaux  sont  a,  i,  c  \  si  l'on  dé- 
signe par  Vt ,  Vj ,  Vj ,  V4  les  volumes  des  quatre  tétraè- 
dres que  l'on  obtient  en  joignant  le  centre  de  la  surface 
aux  sommets  de  V,  on  a  la  relation 


m 


y/      *  l     *  2    ^3    V4 


6  /  V 


Lorsque  V=V',  on  a  le  théorème  de  M.  Painvin  [Non- 
%f elles  Annales^  t.  XIX,  p.  294)» 


(  '42  ) 
11  exi&le  une  relation  analogue  entre  les  vohirae»  de 
deux  tétraèdre»  corrélatifs.  (Capitaine  Faurb. ) 


NOTE  SUR  LA  SOLUTION  DU  PROBLIMB 
PROPOSÉ  POUR  L'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECRNIQDI 

(TOir  p.  18)  ; 

Par  m.  HOUSEL. 


A  la  page  21,  il  faut  ajouter  : 

Lorsque  |3*  <]  8p*,  A  et  B  sont  imaginaires  y  d'après 
V équation  (2),  cejxendant  la  droite  AB  et  le  lieu  cherché 
sont  réels. 

L'expression  que  donne  l'auteur  pour  le  coefficient  an- 
gulaire de  la  tangente  est  inexacte,  car  l'équation  du  lieu 
étant 

J^'(2/?H-  Zx)  4-  2/>(/?4-a:)2=:  o, 

on  a 

dy 

'^y  ~-(3i/>-f-3j:)-<-37'-+-4/?(/?-f-^)  =  o. 

Pour 

—  est  indéterminé,  car  j^  est  nul  ;  mais  pour  ce  point  l'é- 
quation de  la  courbe  montre  que 


(p-h^y 


=  2. 


Donc,  si  Ton  divise  par  p  -\- x  Téquation  dérivée,  il  reste 
à  cette  limite 


{  '43  ) 
comme  Ta  indiqué  M.  E.  Barbier  (p.  'at.)  ;  ce  n'est  donc 
pas  un  point  d'inflexion,  mais  un  point  double. 
Outre  cela  la  parabole  asymptote  a  pour  équation 

97'-|-2^{3a:-4-^)=:0, 
et  il  existe  une  parabole  diamètre  représentée  par 


SDR  U  RÉSOLUTION  SES  ÉQUATIONS  DU  TROISIÈME  DEGRÉ 
AU  MOYEN  DES  TARIES  TRIGONOMÉTRIQUES; 

Par  a.  DEMONGEOT, 

Elève  du  lycée   de  Besançon. 


La  résolution  de  Téquation  du  troisième  d^ré  privée 
de  second  terme  peut  dans  tous  les  cas  se  ramener  à  la 
trisection  de  l'angle,  pourvu  qu'on  admette  les  angles 
imaginaires  de  la  forme  ^-|-^y. 

Je  laisse  de  côté  le  cas  bien  connu  où  les  trois  racines 
sont  réelles. 

n®  CAS  où  Ton  a.  p  <^o  et  deux  racines  imaginaires. 
—  L'équation  est,  en  rendant  explicite  le  signe  de  p, 

(i)  a=>  — ;>a-f-7  =  0, 

et  celle  qui  donne  le  cosinus  du  tiers  d^un  arc  en  fonction 
du  cosinus  de  cet  arc,  est 

4  4 

En  posant  dans  la  première  équation 


(  '44) 

aiiii  d'iiiiroiluire  une  nouvelle  indélermiuéequi  rmae  Ti- 
dentîfication  possible,  il  vient 

.   Cette  équation  sera  identique  avec  Péquation  (2)   si 
Ton  prend 

CCS  (x  +  ly)  =  — 


et 

ou   (i^o/r  la   Trigonométrie   de  M.   Serret,    2*  édition, 

p.  212) 

—  9 

(ey-f-tf-/)cosj:-— /(f^  —  ^-^)sinjr  =  — ;=:• 

On  voit  que  le  terme  en  sinx  doit  être  nul,  condition 
qui  sera  satisfaite  si  x:=  o.  Alors  l'équation  précédente 
se  réduit  à 


Vf, 


qui  donne,  en  posant  ("voir  la  Résolution  trigonomé- 
trique  de  V équation  du  deuxième  degré) 


9  V  27 


Sin2«p: 
e^=^  tangf ,       e-^  =  cot^ . 
L'angle  <f  est  réel,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer, 


(  i45  ) 
ei  les  racines  de  réquation  proposée  sont  : 

Développant  et  posant 


2ir-|-/y 
«"'=2  4  /ÇcoS-  '-^ 


tang^|*  =  7tang(p, 
il  vient,  après  les  réductions^ 

a'  =  2  i /^  coséc2\|/, 

«"  =  —  \lvi  COSéc 2 ^|;  —  I  V^  COt 2\|;, 

«"'  =  —  i/^  COséc2>|;-f-l  \//>  C0t2\p. 

m*  CAS.  p  >  o. — Les  équations  (i),  (2),  (3)  sont  alors, 
rendant  toujours  explicite  le  signe  de  p, 

(i)  u^-^pu  4-^  =  0, 

,  3         cos(x-h//) 

(3)   •  z3_j.£3^1^o, 

et  Ton  identifiera  les  deux  dernières  en  prenant 

ilnn  de  Mathémat.,  t.  XX.  (Avnl  1861.)  10 


(  ^46) 

ei 

cos(j:H-./>-)=^ ^ 


97 


[cr -\-  «?-/)  cos.r  —  /  [^ —  e-^y)  %mx  = =• 

On  voit  que  le  terme  en  cosx  doit  être  nul,  condition 
remplie  si  x=  -i  alors  Téquation  précédente  se  réduit  à 

qui  donne,  en  posant 


^  V  27  ' 


tang  2  f  : 

e^  =  tang(p,       e-T  z=z — coly, 

l'angle  2Cf  est  toujours  réel  puisqu'on  suppose  /y  >  o,  et 
les  racines  de  l'équation  proposée  sont 


U":=  2/  i/|cOS 


Développant  les  seconds  membres  et  posant  comme  pré- 
cédemment 


tang>p  =  ^tang(p, 


{  «47) 
il  vieul,  après  les  réduclioiis, 


u"  ^=z  i/^  C0t2^|/ /  ^COséc2>(<, 

«'^  =  —  2  i/^  COt2r|/.        (  To//  t.  XVII,  p.  386.  ) 


SUR  LES  GOEFPIGIENTS  BINOMIAIIX 

(Totr  p.  8)  ; 

*      Par  m.  Ange  LE  TAUNÉAC. 


Cette  question  est  intéressante,  mais  elle  n'a  pas  été« 
(omplétement  résolue.  En  effet,  si  Ton  emploie  les  for- 
mules 

a-H-(iH-N/=:^y"+(.-v^:^r 

s,  _ ^ , 

^^^a..+(,H-v/:r7y"_(._^— ,r 


4 

(formules  que  je  n'ai  pas  vérifiées)  (*),  ou  se  trouve,  pout 
ainsi  dire,  ramené  au  point  de  départ.  Du  reste,  il  est 
facile  de  les  transformer  en  d'autres  qui  ne  présentent 
pas  le  même  inconvénient. 
On  a,  identiquement, 

=  V^2  (  ces  y  +  v^—  I  sin  -  j  5 

(*)  Elles  sont  évidentes  dès  qu'on  connaît  S,  -h  S,  et  S,  —  S,.     Tm. 

lO. 


(  '48  ) 

1  — -  \/^^  =  V^  f  cos  ^  —  ^ —  I  sin  ^  J  ; 


et,  par  suite, 


On  déduit,  de  ces  valeurs  : 

m 

S,  =  a"-'-!- 2'      COS-7-» 
4 

m 

—  I         mir 
Sa=  2"*-'  —  55 '        COS  -7-  , 
4 

m 

--»      .       /WIT 
83=  2*"-'  -h  2  '         Slfl  —7-  f 

4 

M 

S4  =  2*"-'  —  2^       sin  -7- • 

4 

Soit,  par  exemple,  m  =  i5.  On  aura 

S,=  2'»-h2«=8256, 
S,=  2'3— 2«=:8l28, 
83=2'^— 2«=  8128, 

S4=2>»-h2«=8256; 
ce  qui  est  exact. 

Paris,  8  janTier  1861. 


(  i49) 


PROJECTION  HOMALOGRAPHIQIIB  [BABINET  (*)] 

(  TOir  t.  XIX,  p.  Ml  )  i 


1.  Soit  une  ellipse  ayant  pour  équation 
jr*  -f-  ^  =  I  ;  axes  rectangulaires  ; 


Taire  élémentaire  est  égale  à  bdx^i  —  x*. 
Soit  une  seconde  ellipse 

Taire  élémentaire  est  b^dxyT^x*. 

Si  b'  —  b  est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre^  la 
différence  entre  les  deux  aires  élémentaires  sera  égale  à 
db.dxsji — a:';  infiniment  petit  du  second  ordre,  aire 
d'un  quadrilatère  mixtiligne  formé  par  deux  arcs  d'el- 
lipse et  deux  droites,  infiniment  petits  du  premier  ordre. 
L'aire  du  croissant  renfermé  entre  les  deux  demi-ellipses 

est  égale  à -£^6,  quantité  constante  si  db  est  constant; 

Taire  du  quadrilatère  divisée  par  l'aire  du  croissant  est 

TT 

OU,  en  posant  x  =  sin  f ,  égale  à 

SCOS'fflf^ 
(*)  6abinet(  Jacques),  né  à  Lusignan  (Vienne)  le  5  mars  179/1. 


(  '5o  ) 

2.  Soit  une  splière  de  rayon  i  -,  menons  deux  méridiens 

infiniment  voisins  et  renfermant  une  aire  —  5  où  /i  est 

n 

infiniment  grand-,  concevons  deux  parallèles  aux  latitudes 
X  et  X  H-  fi?A  5  l'aire  du  quadrilatère  formé  par  deux  arcs  de 
grands  cercles  et  deux  de  petits  cercles,  quatre  côtés  infini- 
ment petits,  sera  égale  à  — cosirfX,  Ainsi  cette  aire  di- 
visée par  Taire  du  fuseau  élémentaire,  donne  pour  quotient 

{-)  —^- 

3.  Etablissons  Féquation  (i)  =  (2)  ou 

7rCOSXrfX=:4cOS'y€/^=  2rf«p(l  -4-COS2<p); 

intégrant,  on  obtient 

(3)  frsin^  =  2^ -f-2sinîi«p; 

on  suppose  que  X  et  ^  s'annulent  simultanément  \  ainsi  la 
constante  est  nulle. 

4.  Pour  fixer  les  idées,  prenons  n=  1000,  et  conce- 
vons 1000  méridiens  divisant  la  sphère  en  1000  fuseaux 
égaux  ;  divisons  encore,  pour  fixer  les  idées,  le  quadrant 
en  180  parties  égales  chacun  de  3o'  et  menons  des  paral- 
lèles par  les  points  de  division  :  les  latitudes  de  ces  paral- 
lèles sont  les  valeurs  des  X,  Tliémisphère  sera  divisé  en 
180000  petits  carreaux  sphériques.  Prenons  pour  repré- 
senter Taire  de  la  sphère  une  ellipse  de  centre  O ,  de  grand 
axe  AOA'=  2  ,  et  de  petit  axe  BOB',  divisons  BOB'  en 
1000  parties  égales  et  faisons  passer  par  les  points  de 
division  des  ellipses;  "on  aura  1000  croissants  d'aires 
égales  ;  par  conséquent  chacun  de  ces  croissants  elliptiques 
peut  représenter  un  fuseau  sphérique.  A  partir  du  centre  O 
portons  sur  le  grand  axe  des  abscisses  x  qui  satisfassent  à 


(  i5.  ) 
J'équation  (3)  et  menons  par  les  points  de  division  des  pa- 
rallèles à  BOB^;  on  formera  des  carreaux  elliptiques;  et 
d'après  Féquation  (3),  l'aire  de  chacun  de  ces  carreaux 
sera  à  Taire  du  croissant  qui  le  renferme  comme  le  carreau 
sphérique  correspondant  à  Taire  du  fuseau  sphérique; 
chaque  carreau  elliptique,  c'est-à-dire  chaque  aire  élémen- 
taire de  Tellipse  représente  sensiblement  une  aire  élémen- 
taire de  la  sphère.  Au  lieu  d'une  ellipse  ABA'B'  on  peut 
prendre  une  circonférence  de  même  aire  que  l'hémisphère 
et  par  conséquent  de  rayon  égal  à  ^. 

On  voit  que  ce  système  peut  servir  à  représenter  sur 
un  plan  une  surface  de  révolution  quelconque;  il  con- 
serve les  rapports  des  aires,  mais  altère  considérable- 
ment les  angles,  surtout  en  s' approchant  des  pôles,  car 
alors  les  parallèles  coupent  les  ellipses  méridiennes  sous 
des  angles  de  plus  en  plus  aigus.  Aussi,  pour  représenter 
les  régions  polaires,  la  projection  Lorgna  est  alors  pré- 
férable; elle  conserve  aussi  les  rapports  des  aires,  et  l'al- 
tération des  distances  diminue  en  s^approchant  des  pôles* 

M.  Ernest  Bourdin  (  *) ,  membre  de  la  Société  de  Géo- 
graphie, a  eu  la  généreuse  idée,  bien  rare  aujourd'hui, 
d'éditer  tout  un  atlas  d'après  ce  système  ;  voici  le  titre  : 

Atlas  univ^ersel  de  Géographie  physique  et  politique 
à  V usage  des  cours  supérieurs  et  des  gens  du  monde  j 
système  homalo graphique  de  M,  Bahinet, 

En  tout  aS  cartes  qui  renferment  les  données  géomé- 
triques, physiques,  politiques  des  diverses  contrées  de  la 
terre.  On  doit  espérer  que  cet  allas  sera  adopté  dans 
toutes  les  institutions  d'enseignement  primaires  et  se- 
condaires. 

M.  Jules  Bourdin,  fils  de  l'éditeur,  attaché  aujourd'hui 

{*)  Ruo  de  Seine,  5i. 


(  '5a  ) 
comme  ingénieur  civil  à  Tentreprise  de  Tisthme  de  Suez, 
a  calculé  les  tables  des  sinus  et  des  cosinus  de  x,  corres- 
pondant aux  valeurs  des  latitudes  X,  par  intervalles  de 
3o',  depuis  o°  jusqu'à  90"-,  tables  approuvées  par 
M.  Babinet,  Les  cartes  sont  dessinées  avec  le  soin  et  le 
goût  qu'on  peut  attendre  de  M.  Vuillemîn,  géographe. 
Ces  cartes  homalographiques  sont  exclusivement  propres 
à  représenter  avec  exactitude  les  phénomènes  physiques, 
tels  que  la  direction  des  principaux  vents  et  la  représen- 
tation graphique  des  faits  de  statistique. 

Note  étymologique.  ofjixXoqy  semblable,  pareil^  avo- 
yMctAoç,  qui  n'est  pas  semblable,  îrrégulier^  en  français, 
anomal  et  non  anormal^  orthographe  vicieuse  générale- 
ment répandue,  dont  voici  Torigine  :  norma  est  un  mot 
latin  désignant  une  équerre^  d'où  normal^  ce  qui  est  fait 
d'équerre,  avec  justesse  :  on  en  a  formé  anormal^  expres- 
sion hybride  5  il  faudrait  dire  innormal ^  par  analogie 
avec  innocent;  les  Allemands  disent  très-correctement 
abnormal. 


ACADÉMIE  DES  SCIENCES  DE  BRUXELLES  (1860). 

(Concours  jusqu'au  20  septembre  1862.) 


1®  Généraliser  le  théorème  de  Sturm  en  l'étendant  à 
un  système  de  deux  équations  à  deux  inconnues  (prix  : 
i5oo  fr.  ). 

2°  Trouver  l'intégrale  de  Téquation  des  lignes  de  cour- 
bure à  la  surface,  lieu  géométrique  des  points  dont  la  somme 
des  deux  distances  à  deux  droites  qui  se  coupent,  est  con- 
stante (prix  :  i5oo  fr.).  (Voir  J\ouv^elles  Annales^  p.  57.) 

3**  Déterminer,  à  Taide  d'expériences  nouvelles,  si  une 


(  '53  ) 
quantité  donnée  de  travail  mécanique  peut  développer 
constamment  la  même  quantité  de  chaleur,  et  réciproque- 
ment si  une  même  quantité  de  chaleur  est  susceptible  de 
produire  la  même  quantité  de  travail  mécanique  (prix  : 
looo  fr.  ). 

4®  On  demande  si  le  principe  de  Joule  (*)  est  applicable 
aux  effets  de  la  poudre  dans  les  bouches  à  feu.  Dans  la 
négative  ou  dans  l'affirmative,  déterminer  les  conditions 
des  mouvements  des  gaz  produits  par  la  déflagration  de  la 
poudre  dans  les  bouches  à  feu  et,  subsidi  ai  rement,  dans 
d'autres  circonstances  (prix  :  lOOO  fr.). 


DÉHONSTRATION  DU  THÉORÈIHE  III 

(TOir  t.  XIX,  p.  438  à  440); 

Par  m.  T.-T.   WILKINSON,  F.  R.  A.  S. 


Théorème.  Dans  un  triangle^  les  lignes  qui  joignent 
les  pieds  des  hauteurs  sont  respectiv^enient  perpendicu-- 
laires  aux  rayons  qui  joignent  les  sommets  as^ec  le  centre 
ducercle  circonscrit. 

Démonstration.  Soient  ABC  le  triangle,  O  le  centre  du 
cercle  circonscrit,.  A^  B',  C,  les  pieds  des  hauteurs  cor- 
respondant aux  sommets  A,  B,  C.  Prolongeons  A  A',  BB', 
ce  jusqu'à  leur  rencontre  respective  avec  la  circonfé- 
rence circonscrite  en  /,  i,  h.  Menons  //r,  A/,  //  et  OA. 

Les  triangles  rectangles  ABB',  ACC,  donnent 

angle  C'CB'  =  angle  C'BB'  ; 


(*)  James  Prescott,  brasseur,  tié  à  Manchester  en  i8i8,  On  the  Mccha- 
nical  eifuivalent  ofheat  {Phit.  Tr.,  i85o). 


(  i54) 
d'où 

angle  AG/  =  angle  AB  X . 
Donc 

arc  Ai  =  arc  AA  ; 

et  OA  est  perpendiculaire  à  ik  et  à  C'B'.  De  même  pour 
les  autres.  c.  q.  f.  d. 


RECTIFICATIONS  DIVERSES; 

Par  m.    DUPAIN, 

Professeur  à  Nimes. 


Tome  IX,  page  4^8.  Il  me  semble  que,  contrairement 
à  renoncé,  deux  tétraèdres  trirectangles  peuvent  avoir 
un  angle  dièdre  égal  sans  être  semblables. 

Tome  XVIII,  page  224,  ligne  11,  lisez  :  cercle  de  neuf 
points  au  lieu  de  cercle  de  six  points.  Voir  sur  ce  cercle 
les  Annales^  t.  I,  p.  196. 

Tome  XIX,  page  187.  Le  théorèaie  énoncé  en  bas  de 
la  page  fait  partie  de  la  solution  de  la  question  436, 
t.  XVII,  p.  186. 

Tome  XIX,  page  382.  La  question  V  se  trouve  déjà 
résolue  t.  XVII,  p.  353. 

Tome  XIX,  page  38ï  ,  question  III.  La  réponse 
directe  a  été  omise  :  Les  progressions  dont  le  premier 
terme  est  égal  à  la  moitié  de  la  raison. 

Même  réponse  quand  ou  compare  la  somme  d(»s  n  pre- 
miers termes  cl  la  somme  des  kn  suivants. 


(  i55  ) 

NOTE  SUR  CERTAINS  DÉVELOPPEMENTS 
ET  SOLUTION  DES  QUESTIONS  461,  468  ET  479; 

Par  M.  A.  VACHETTE, 

Professeur  de  Mathématiques. 


I.  Valeur  rfe  «„  =  x"  H — ^  en  Jonction  deaL  =  xH —  et  de  Ta, 

L'abaissement  des  équations  réciproques  de  degré  pair 
donne  lieu  à  une  équation  de  degré  sous-double  en  posant 

X  -\ —  ==a,et  remplaçant  x*  H — -i  x^  -\ — r?**-?  x'*H 

par  les  valeurs  qui  en  résultent.  On  a  la  relation  générale 


OU 

Je  calcule  directement  plusieurs  termes,  en  commen- 
çant par  Oo  =  x^  -{ — i  =  2. 

«•  =  2. 
a,  =  û. 
Oj  ■=  a^  —  2. 

«4   =  a*  —  4^*  -f-  2 . 

«5  =  fl*  —  5rt^  ■+-  5a, 

^6  =  «*  -^  ^*  -H  9«'  —  2. 

<i.  =   rt'  — .^fl^  -H  i4fl^  —  7«. 

««  =  û*  —  8fl*  -H  20^^  —  i6û'  -+-  2. 

«9  =  fl'  —  ga'  -f-  2']a^  —  3oa^  ■+-  ^a, 

fl,o  =  «'•  —  loa*  -h  35û®  —  5o<i*  +  25«2  —  2. 

a,,  =:  a»'  —  1 1«»  4-44a'  —  77«*  -f-55û^  —  1  le/. 

Pour  un  indice  pair,  si  m  =  f\p,  le  dernier  terme  est 
4-  2  j  et  si  m  =  4p  4-  '^,  le  dernier  terme  est  —  2.  Pour 


(  i56  ) 
un  indice  impair,  si  m  =  4/^  +  <  9  ^^  dernier  terme  est 
-h  ma  ^  et  si  m  =  4/?  -H  3,  le  dernier  terme  est  —  ma. 
Le  nombre  des  termes  augmente  d'une  unité,  d'un  indice 
pair  à  Tindice  pair  suivant,  et  surpasse  d'une  unité  la 
moitié  de  l'indice.  Pour  un  indice  pair,  le  développe- 
ment ne  contient  que  les  puissances  paires  de  a\  et  pour 
un  indice  impair,  il  ne  contient  que  les  puissances  im- 
paires. La  valeur  absolue  d'un  terme  de  a^est  la  somme 
des  valeurs  absolues  du  terme  de  a«_i  situé  dans  la  même 
colonne  verticale,  et  du  terme  de  a^_i  situé  dans  la 
colonne  à  gauche.  Les  termes  ont  alternativement  le 
signe  -H  et  le  signe  — . 

Soit  T^  la  valeur  absolue  du  coeflGicient  d'un  terme  de 
I 
a,n  qui  en  a  Ar  avant  lui,  on  aura 

«^  =  «•"  -  T^  a—» -h  T^  a--*  —  T^  «•»-« -h . . . 
I  2  3 

±T  „,    «— **-^  q:  T«  a—'*  -h  . . . . 

A-i  k 

Le  premier  terme  d'une  série  verticale  est  toujours  a, 
et  s'il  en  a  /l  avant  lui ,  l'indice  de  la  ligne  horizontale 
est  2Âr-,  on  aura  donc  toujours  T^^  =  2. 

T 

Supposons  un  indice  m]^  afc,  la  loi  de  formation  d'un 
terme  donne 


^m  —  ^m — I  "^  ^m  — 


1 


k  k  A— I 


(-) 


JT2A-+-  I  =  T^A  -♦-  TaA:  — 


k  k  A-  —  I 

T2A  =  2     OU     Ta^-j 
k  A  — I 


(  '57) 


A  A — Y  A —  I  k  —  1  A  —  1 


A— l 


«J  etenajoutaot 

e, 

m — 3 

=  2t 

9A— a 


la  scmiine  V  s'étendant  depuis  p  :=:  m  —  a   jusqu'à 

p  =  ^k  —  2. 
Ou  a 


excepté  pour  T©  =  a. 

o 

Pour  T»    la  formule  (â)  doune 
1 

Tiw  =  T/u  —  I  -f-  Tm  —  -i  ^=   *  An  —  I  ~+"  I  » 
1  I  ~  I 

il  faut  toujours  augmenter  d'une  unilo  le  terme  précédent 
de  la  même  colonne.  A  partir  de  m  =  3,  T3  =  3  •,  on  auta 


donc 


Tm  — 


Pour  Tm    la  formule  (3)  donne 
a 

m— a 

Tm  =   ^T^p   =  2  -h  3  4-  . .  .  4-  (- 
2  ^      1 


m  —  2) 


m  (m  —  3) 
1  .2 


(  «58  ) 
Pour  'J\„,  on  aura 


3 
m— 2  m — 2 

4  4 


/^(/'-S) 


=  ^r(w  — 2)(/ii  — 5)4-(/w-3)(A/i— 6)-h...-l-5.2-+-4.i  1» 

2  T„  =  I  (i  +  3)  4- 2(2  4- 3) H- .  .  .  4- (m— 5)  (m  —  5 -h  3) 
3 

=  i»+2'+...  +  (/w--5)»-h3[H-2-+-34-...-f-(m  — 5)1; 

or 

^           ,         ,                      ,       /t(/H- i)(2/ï4- I  ) 
S,  =  i'H-2»-+-..  .  -4-/i»=-î^ ^ i 

et  pour  n=:m  —  5 


_(/ii-~5)(/yi  — 4)(2m->9), 


par 


suite 


2T,»__(m-~5)(/yi'— 4)(2/y/  — 9)       3(//i  — 5)(w  — 4) 

2/1?  (/n — ^){'n  —  5) 
.         = g ' 

T^_/w(/yi->4)(/w  — 5) 
3"~  1.2.3 

On  peut  dès  lors  soupçonner  que 

Tfl, m  {m — k —  1)  (m — /*  —  2)  .  •  .  (m — 2>t-|-  i) 

À""  1.2.3. ..A^ 

qui  se  réduit  à  2  pour  m  =  7ik^  et  à  /n  pour  /7i=  2Âl  +  i . 

Pour  justifier  cette  forme  du  terme  général  de  a„ ,  on 

la  suppose  applicable  aux  développements  aïO^  , ,,  a^^i  5 


(  *59  ) 
sioD  peut  rappliquer  à  a^,  étant  vérifiée  jusqu'à  a  g  ^H^ 
sera  générale.  Or  d'après  (2) 

Tm (iw  — i)(m  — X^  —  2)(/yi  — A-  — 3)  ...  (m  — 2 ^) 

*  ""  1.2.3 k 


(^m  —  2){m  —  k  —  2)  (/w  — ^  —  3)     .  .  [m  —  2X-4-  i  \ 
~  1 .2.3.  . .  .(X —  i) 

(m  —  A"  —  2)(/w  —  A  —  3).  ,  ,(m  —  2X4-1) 


X 


I.2.3...(A— i) 

i L) i  4-  m  —  2 


m(m  —  k—  i){m  —  A:  —  2)  ...(/w  —  2X--f-i) 

1.2.3.    .k 

et  la  formule  (i)  devient 

//-v  'w       .    '^[^ — 3)  _  ^     w(iif — 4)('w — 5) 

(4)  /ij^rirA» fl"~»H i^ a"-* î^ -^^1 V-«H- . . . 

^^'  I  1.2  12.3 

^,   »t(iw  —  A  —  i)(m  —  k  —  2)...(/w  —  2A--I-I)         . 

i.2.3,..X  "»- 

le  terme  général  ayant  le  signe  -+-  ou  le  signe  — ,  selon 
que  k  est  pair  ou  impair. 

II.   Trouver  deux  nombres  dont  on  a  la  somme  a  et 
la  somme  des  m^^^^*  puissances  a^. 

On  a,  a:  et  y  étant  ces  deux  nombres  l'identité 

ar"-h jrm=(a-«-'  4-^"^' )  (x  4-7)  —  xy  (x^-'  4-^"')» 
que  nous  pouvons  écrire  au  moyen  des  indices  et  de  p=xy^ 

(5)  «m  =  fl«-i  a  —  /?««_, 

avec  ai  =  a  et  a©  =  2.  Cette  formule  ne  diffère  de  la  for- 


(  '6o  ) 
mule  (i)  du  paragraphe  précédent  qu'en  ce  que  le  terme 
négatif  est  multiplié  par  ^ 

Le  calcul  direct  donne  une  analogie  parfaite 

«a  =  «*  —  2/?  , 

a^  =  a*  —  ^po^  -^-  2/î% 

les  coefficients  numérique^  suivent  évidemment  la  même 
loi  de  formation,  et 

k  k  k-i 

coeflScients  de  p^  et  /9*"**  dans  tf,„_t  et  a«_j,  sera  coefficient 
de  p^  dans  a„  d'après  la  loi  (5) .  On  aura  donc,  les  exposants 
de  p  allant  en  augmentant  d'une  unité  à  chaque  terme  de- 
puis p°  jusqu'au  dernier  terme  où  p  a  un  exposant  égal  à 
la  moitié  de  m, 

f      -4- >»(gi— ^— 0(ct— X— 2)...(m— 2^-n)   L  __^_ 
l      =*=^ ..2. 3...* '"•       -»-•••* 

Comme  a  et  a^  sont  connus,  on  aura  le  produit  p  par 
une  équation  de  degré  sous-double.  Avec  la  somme  a  et  le 
produit  p  des  nombres  x  et  j^,  x  et  y  seront  les  deux  ra- 
cines de^'  —  aÇ  +  jE?  =  o. 

in.  Conséquences  de  la  formule  (6). 
i^  Quand  m  est  un  nombre  premier  autre  que  a,  le 


(  «6.  ) 
nombre  -^ ,    ^ est  un  nombre  entier,  x  etr 

étant  entiers.  Comme  m  est  un  nombre  premier  autre 
que  a,  il  est  impair  et  le  dernier  terme  du  développement 


(6)  est  ±mp  ^   a. 
On  déduit  de  la  formule  (6) 


ap 

1.2  1.2.3  ' 

=•= ,.2.3.../ ^     ^        ■^- 

m  —  3 

Chaque  coefficient  contient  m  au  numérateur,  et  le  dé- 
nominateur 1.2.3  ...  k  ne  le  contient  pas ,  puisque  m 
est  premier,  et  que  chacun  des  nombres  i,  2,  3, . . .,  Ar  est 

plus  petit  que  m.  Donc ^est  entier^  et  ce  quotient 

a  pour  expression 

m  —  3      .  ,  .     (m  —  â)  {m  — 5)    , 

2  2.3 

""  2.3...  X  ^  -+-••• 

m  — 3 

±/>~^. 

Si  m  est  premier,    tous  les  coefficients  sont  entiers  5 

m  —  3 

celui  de  p    ^    ,  qui  se  rédui£  à  i ,  est 
(^_.)(^-.)(^,3)...(^_^^,) 

2.3«4 

2 
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(  i<Sa  ) 

La  plus  grande  valeur  du  dernier  facteur  k  d'un  déno- 

/w  —  I 
minateur  est  • 

Si  m  n^est  pas  premier,  il  contiendra  certains  facteurs 
premiers,  k  par  exemple;  ce  facteur  k  ne  peut  être  égal 

^  m  —  I 

a  >  car 


m  —  I                 2/w 
m  : ou     =  2  -h 


devrait  être  un  nombre  entier,  ce  qui  nécessite  m  —  1=2 
ou  m  =  3,  nombre  premier.  Alors  le  nombre 

[m  —  k  —  i)  [m  —  k  —  2)  ...  (/w  —  2A -f- i  ) 
2.3  ...  k 

ne  peut  pas  être  entier*,  posons 

/w  =  (7-hi)X-, 
d'où 

m  —  k  :=z  qkf 

et  le  nombre  devient 

(gk^l)    {qk-^2)   (qk^3)    ...    (qk^k^l) 
2.3.4    •••    ^'  ' 

OÙ  k  ne  divise  aucun   des  nombres    qk — i,    qk  —  2, 
qk  —  3,  . .  .^  qk  —  (k  —  i  ) ,  égaux  chacun  à  une  diffé- 
rence entre  un  multiple  de  k.  et  un  non-multiple  de  k. 
2°  Si  m  est  premier ,  égal  à  2/1  -f-  i  ,  on  peut  écrire 


(i63) 


=  2/1 


a:*"~'r-h 


2/î(2/J;  —  I 


j;iU-lyi    -h    .    .    , 


-4- 

2/t(2/l 

0. 

.(2/1  —  2/?) 

1.2. 

3 

(2/?-m) 

-h! 

2/1 

{2.n 

-0- 

.  . 

(a/ï 

—  2/ï-l-l) 

1.2.3   ...  (2/?-|-2) 


jçln— 7/1— »  yJ/>4-l 


^:h,_p__i^2^j  -f-   .  .  . 


-h  2  /i  I  a:/"»""' 
-h  I  I 

Le  deuxième  membre,  comme  on  Ta  vu  plus  haul,  est 
divisible  par  oy  et  par  a  n  -f-  i  ;  comme  2  «  -h  i  est  indé- 
pendant de  X  et  dey,  chaque  coefficient  est  divisible  par 
2  71+1,  et  les  deux  nombres* 

2/?(2/f  —  i)...(2/i  —  2p)  .         0Ln{7.n  —  i) ...  (2/1  —  ip — l) 

I  .2.3...  (2/?-|-l)  '  1.2.3   ...   (2/?-l-2) 

sont  divisibles  par  le  nombre  premier  in-\-i^p  étant  plus 
petit  que  /i. 

Ce  dernier  théorème  peut  résulter  de  la  générali- 
sation du  principe  de  la  preuve  par  9  :  si  les  nombres 
a,  a',  a'\  . . . ,  divisés  par  rf,  donnent  les  restes  r,  r',  r'',  . . . , 
la  différence  aala" .,.  — rr^H* ,.,  est  divisible  par  d.  En 
effet 

2/1,       2/1^1,       2/1 — 2,        ...,       2/f  —  2/?,       2/1  — 2/7 —  ï 

divises  par  2/7  -h  i, adonnent  les  restes 


—  I, 


-3, 


.,       —  {2/?-f-l),       —(2/? -h  2). 


Prenons  tous  les  facteurs,  excepté  le  dernier,  le  produit 


1 1. 


(  i64  ) 
des  restes  correspondants^  en  nombre  impair,  a  le  signe 
— ,  et  en  vertu  du  lemme 

27Î  (271 —  i){in  —  2)  ...  (2 «  —  2/7)-f-  1 .2.3  . .  .  (2/? -4-  l) 

est  divisible  par  2  n  -h  i  ;  divisant  cette  somme  par 
1.2.3  ...  (2p  -f-  i),  on  n'enlève  pas  le  facteur  2/1  -f-  i, 
qui  est  premier  avec  ce  produit  et  il  en  résulte 

272  (2/1 1)  .  .  .   (2/1 2/7) 

1.2.3    ...    (2/.-M)  ^   " 

divisible  par  2/*  •+■  i. 

Si  on  prend  tous  les  facteurs ,  le  produit  a  le  signe  -h  ; 
alors  on  aura 

27t(2/Z OC^'* 2). ..(2/1  —  2/; 1) l.2.3...(2/7-+-l)(2/l4-2) 

divisible  par  2n  -f-  i ,  et  il  en  est  de  même  de 

2 71  (2 71 —  i). .  .(271 —  np —  i) 
1.2.3  ...  (2/?  -h  2) 

Si  une  seule  des  divisions  précédentes  n'a  pas  lieu, 
quand  p  est  plus  petit  que  n,  in  -\-  1  n'est  pas  un  nombre 
premier;  car,  premier  ou  non,  il  divise  toujours 

27l{272 l)  ...   [in ip)  4-  1.2.3  ...  (2/?-f-  l) 

et 

272(272 1)  ...  (272 2/?  —  l)  —1.2.3  ...  [ip -^  l)  ; 

il  faut  alors  que  le  facteur  2  ti  -f-  i  ou  au  moins  un  de 
ses  diviseurs  ait  été  enlevé  dans  la  division  respective  de 
cbaque  somme  par  1.2.3  ...  [ip -f- 1)  pour  la  première, 
et  par  1.2.3  ...  (2^-1-2)  pour  la  seconde  ;  donc  2/14-1 
admettant  un  diviseur  plus  petit  que  lui,  n'est  pas  un 
nombre  premier. 


(  «65) 

IV.  Valeur  des  différences  As  =  a**  —  a^^  A7  =  a*^  —  a? 
et  conséquences  qui  en  résultent  pour  k^^^^  et  A7^.6n5 
le  nombre  n  poussant  être  nul. 

On  trouve  aisément 

As  =  û'  —  flTs  =  5«  (a*  —  i), 
kT=:^aP  —  ai  =  ']a{a^ — i)'. 

Généralement 

M+6n  est  divisible  par  a*  —  i , 
A7+6n  est  divisible  par(£ï' —  i)». 

Nous  commençons  par  établir  une  relation  entre  A,„^.e 
et  A;„9  en  nous  servant  des  six  relations  suivantes,  déduites 
de  la  formule  (i)  qu^on  ajoute,  en  les  multipliant  par  les 
facteurs  respectifs  placés  vis-à-vis,  afin  d'éliminer  plus 
rapidement  : 

Om+i  =  «««+3 — ^BH-j  >     «'  —  1  ; 

<î«+3=û««+,  —  a^^y       a(a^ —  i)  —  a=za^^  na; 

a^,  =  aaa,+i  — ««,  a{a^—:ta)  —  {a^—  i)z=a*  —  3a^ -f-  i  ; 

ûm+i  =  riOm —  ^m-i  9  «  (û* 3/2*  -+■  I  ) («^ 2a)  =  fl* 4^'-+-  3«. 

/  a^^^  =  (û«  —  4fl'  4-  3a'— a'  4-  3«'  —  i)  a„ 

\  — a(fl^— 4û^  +  3)^«_, 

Retranchant  les  deux  membres  de  «•"+•, 

Am+,  =  /i«  A«  -♦-  («^  -- 1  )  [  (5  «'—  I  )  rt„  4-  fl  (rt'  —  3)  ««,-.,  ]. 


(  i66  ) 

Si  m  est  de  la  forme  6»  -f-  5,  la  divisibilité  par  a*  —  i 
de  A^^e  est  ramenée  à  celle  de  A„  ou  de  A„_6  .«.5  ou 
enfin  de  As;  ainsi  As^en  est  divisible  para* —  i. 

Quand  m  est  de  la  forme  671  -h  7,  la  parenthèse 

=  (û' —  i)  (fl„-hflû««,)-f-2a  [naa^  —  a„^,) 

est  divisible  par  a'  —  i .  Il  suffit  de  prouver  que  la 
deuxième  partie  de  P^,  que  ^aa^  —  a^_i  est  divisible  par 
a}  —  1 .  Appliquons  la  formule  (  7  ) 

a„  =  a«a„_6  —  (a'  — i)  P«--«, 

et  par  suite 

2aa«—  ««-,  =  ««(aàfl^^—  fl«_,)  —  (f/'  —  i)  (2flPfl,««—  P«-,)' 

La  divisibilité  par  a}  —  i  de  P«  ou  de  7.aa^  —  a,„_,  est 
ramenée  à  celle  de  aaa^^g — ^«-.79  ou  de  aaa^-n— flm-i»» 
. . . ,  ou  enfin  de  T^aa^  —  «« ,  ou  même  de 

laOi  —  «0=  2fl*  —  2=  2(<ï' —  i)# 

On  peut  écrire  dans  ce  cas 

et  la  divisibilité  de  A;„^.6  par  (a*  —  1)*  est  ramenée  à  celle 
de  A,„  ou  de  A^^^e  5  . . . ,  ou  enfin  de  A7  5  ainsi  Aen+t  sera 
divisible  par  (a* —  i)'. 

Cette  divisibilité  a  été  établie  par  Cauchy  [voir  le 
Journal  de  Liou^ille) ,  sur  les  remarques  qu'avait  faites 
M.  Lamé  pour  A5  et  A7 ,  mais  en  s'appuyant  sur  des  consi- 
dérations toutes  différentes. 

Si  m  est  de  la  forme  6»  -h  5,  la  divisibilité  de  A,„  par 
a}  —  I  donne  A,„  =  o  pour  a}  =.  1  -,  il  en  résulte  Fiden- 


(  «67  ) 
titë  suivante,  en  divisant  tous  les  termes  par  m,  dans  la 
relation  (4) 

m — 3        (m — A)  (m — 5) 
0=1 h  i 2L1^ ^ 

2  2,3 

{m — S){m — 6)(m — 7) 
Ï73T4 
(^)     '  .    {m-6)im-rj){m-S)(m-g) 

H o     /    c .  .  .   -T- 

2.3.4.0 

(m — A- — i)(m* — A- — 2)...  (/it— 2X-hi) 
^  1.2.3   ...   k  =P- 

le  dernier  terme  étant  ±:  i .  Quand  m  est  premier,  cha- 
que terme  du  second  membre  est  entier.  Cette  identité 
(8)  existe  aussi  pour  les  nombres  entiers  m  de  la  forme 
6/*-f-  7. 

Si  m  est  de  la  forme  6  »  +  7,  ou  sait  que  2aa„.  —  a„_i 
est  divisible  par  a*  —  15  cette  expression  ne  contient 
que  des  puissances  paires  de  a,  et  doit  devenir  nulle  pour 
«*  =  I .  Or  on  peut  écrire 

=:  2fl'»+»  —  a„_,  —  2aA«.. 

Comme  A»  =  o  pour  a*  =  i ,  il  faut  que  pour  cette 
hypothèse 

2/1'"+' — ««,_,  =  o, 

ce  qui  donne,  pour  cette  forme  de  m,  l'identité 


0=2-1+—;^ (;„_,)__ +(;;,_I)  _ 

(m-6)(/i»-7)(m--8) 

"^'""'^         rx4 ^  ••• 

±(«-,)^ ^\..3...^- =P---' 


(  «68  ) 
le  dernier  terme  étant  égal  à  zh  a.  On  aura  donc 

^__^  (/W—  |)(/W— 4)      ^     (;w^i)(/w  — 5)(/ll— 6) 

2  2.3 

/  X     /  ,  ,(/ii— 6)(/w  — 7)(iw— 8) 

(9)  -^(/.-i)^ ^^^^3;^^ .^  +  ... 

[    .         ^  (/w— i)(/yi— A-^2)(/w~/--3)...(/yi— 2X)_ 
\  —  2.3  ...  ^  -^— • 

Ces  identités  (8)  et  (9)  sont  exclusives;  l'identité  (8)  ne 
convient  qu'aux  nombres  entiers  des  deux  formes  6n-\-5 
et  Gn-i-j  ou  6n±t^  n  prenant  toutes  les  valeurs  en- 
tières à  partir  de  i  •,  l'identité  (9)  ne  convient  qu'aux 
nombres  entiers  de  la  forme  6n  +  i . 


V.  Conséquences  de  la  formule.  (3)  Tm  =   ^^  T  ^   . 

Si  on  y  remplace  m  par  m  -|-  2 ,   et  h  par  A  rf-  i , 
on  aura 

m 
Tm-f-2  ^  y    rp 

o.k         k 

ou  bien 

w(/w—  A-  — i)(/w  —  X-  —  2).  .  .(/»  —  aX-  4-i) 
I .2.3. . .X 

(w  —  i)(/w  —  X'  —  2)..  ,(m  —  2X-) 
I .2. . ,k 

•    {m — 2)(/w  —  k  —  3)...(/w—  2X-  —  i) 

I  .2.  .  .A- 

,   aX(*-i)(A-2)...i 
1 . 2  3 ...  X- 

__  (w  4-2)(/yi  —  X)(/yi  —  X  —  1)..  .(//i—  2X-4-  1) 
*""  1 .2,3.  .  .(Xh- i) 


{  «69  ) 
et  supprimant  le  dénominateur  i .  2 . 3 . . .  /r 

m  (m  —  A  —  i){fn  —  A  —  2)...(/w  —  2^H-  i) 

-h(w  —  i)(/w  —  k  —  2)...(yw  —  2^) 

-f-(iw  —  2)(/w  —  A-  —  3).  .  .(/W--2A-  — 1)  +  . . . 

-f-2^(^—  l)(A'— 2)...I 
=  -- (w-f-  2)(/W—  ^)  (iW  —  k —  l)  .  .  .(m 2A'+  l). 

Ce  résultat  peut  s'obtenir  directement.  Cherchons  la 
somme 

ï.2.3...(^  —  l).2^  +  2.3.4...^(2^-hl) 

H- 3. 4. 5... (A- -M).  (2/- -1-2) -+-... 

-h  (/W  —  2^-M)  (/W  —  2A'  +  2).  •  .(/7l— ^  —  l).W. 

Je  décompose  chaque  dernier  facteur  en  deux  parties, 
dont  la  première  est  k^  on  aura  la  somme  des  deux  lignes 
suivantes 

i.2.3...(X  — i)./t4-2.3.4...^(^  +  i) 

■4.3.4.5...(^  +  i)(^4-2)4-... 
-h  (m  —  2X--4-I)  (m — 2^-4-2) .  ,  .  (m  —  A'  —  i)  (/»  —  A) 
+  X  ji\2.3...(^  — ^)-^2.3.4...^-h3.4.5...(A•^-I)-h... 
-h  (//i  —  2A-  +  1)  {m — 2A-  +  2)...(/w — A — i)  j, 

La  première  est  la  somme  depuis  k  jusqu'à  m  —  Ar,  des 
produits  de  k  nombres  entiers  consécutifs  :  elle  est  égale 
au  quotient  par  Ar  -|-  i  du  dernier  de  ces  produits  multi- 
plié par  le  nombre  entier  consécutif  de  sou  dernier  facr 
leur,  c'^t-à-dire  à 

7 (w— 2A-f-i)(/w — ■2^-4-2). ..(m — A — i)(m — A-)(m— -A-f-i). 

On  le  vérifie  pour  2,  3,  4  vî  termes,  et  on  démontre 


(  «70  ) 
la  généralité  de  proche  en  proche,  par  la  méthode  bien 
connue 

1. 2.3.. .(/t—l)X' 4-2.3.4.. .X(^+l)=:2.3... (i^  —  l)/-.(/t  +  2) 

=  2. 3. . . (A-  ~  i)  A-  ( X-  -M)  (X-  +  2)  .  — L-  5 
ajoutant  le  troisième  terme 

2.3...X(A  +  i)(^4-2)--^4-3.4...(A--hi)(^-4-2) 

A'  -4-1 

=  3.4.5.. .(*4-.)(A  +  2)(j^  +  ,^ 
=  3.4.5. .  .{X -H  i)  (*  +  2)  (X •  + 3)  r^, 

A   -f-  I 

et  ainsi  de  suite. 

La  seconde  ligne  est  le  produit  par  k  de  la  somme  de- 
puis k  —  I  jusqu'à  m  —  k — i,  des  produits  de  k  —  i 
nombres  entiers  consécutifs  ]  elle  sera 

Y  {m  —  2X'  +  i)(w  —  2/ -h  2)  .  . .  (/w  —  /r  —  i)  ('w  —  A). 

La  somme  cherchée  est  donc 

(m  —  2/  + 1  )  {m  —  2X -f-  2) . .  .{m  —  /• —  1  )  {m — A)  (m  —  X  + 1  ) 


X+i 


H-(/7I 2/  -h  l).  .  .(/W  — A- l)(/7I  —  X) 

={m — 2X-|-i)(/w— 2X-H2)...(/ii— X- — ï)(/w— X)(^^^ --{-i\ 

[m—'  2X4-  i)  [m — 2X -+-2) . . .  [m  —  X- — i){iw — X), 


X 

ce  qu'il  fallait  vérifier. 

Le  lemme  qui  nous  a  servi  à  cette  vérification  donne 
un  théorème  sur  les  arrangements  5  h^—k  étant  le  nom- 


(  17») 
bre  des  arrangements  de  m  —  k  lettres  prises  A  à  A,  on 
aura 

kk  4-  Aah-  ï  -f-  Aah-2  •+.•.+  km—k  =  YIlTi  ^m  —  k-+-i9 
k  "T~  "T"  A  A-hi 

et,  si  l'on  pose  m  — k  =  n, 

Ayt  -h  AA-t-i  •+"  Aa_+.  2  -+-...  +  A„  =  .  A„^_ , . 

VI.  Question  461 .  Limite  de  la  série 
I  I  I 


I.2.3.../I  2.3.  .  .(/2H-l)         3.4.5.  .  .(/I -f-  2) 

La  différence  entre  le  premier  et  le  dernier  facteur  de 
chaque  dénominateur  est  n  — 15  si  l'on  multiplie  et  di- 
vise chaque  terme  par  n  —  i ,  on  aura 


.2.3.  .  .72 


n  —  I   \i.2.3.../î        i.2.3...«/ 

^  '   / '     y 

n  —  i\i.2.3.    .(«  —  i)       î.2.3.    .71/ 


2.3.4.  •  .('2+1) 

=_^( "-±1 i \ 

n  —  i  \2.3.4...(«4-i)       2.3.4...(/î  +  i)/ 

•^_J_f__J \ 

/r  —  I  \2.3.4...''       3.4.5.  ..(« -Hi)/ 


I 
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3. 4. 5. ..(«  +  2) 

X       /  /g-f-2 3 \ 

'n  —  i  \3.4.5...(/ï  +  2)       3.4.5. ..(/i  +  2)j 

._i_/__i \ 

'/î  — I  \3.4.5...(/i  +  i)      4. 5. 6... (/i  4- 2)7 


(i+iw)  (2  +  iw). .  .(/i -f-  m) 


n  —  I  \(i  +  /w)(2 +  /w).  ..(/î4-/w)       (H-/ii)(2  4- wt). .  .(/i +11 

..-^( ; î ] 

/î  — I  \(H-/w)(2  4- w). .  .(/ï  +  zw  — i)       (2  +  iw)...(/H-m)/ 
si  l'on  ajoute 

^'"  ~  7^^  \  1.2.3... (/i—i)  ""  (2-f-/w)(3  +  /w)...(«  +  /ii)  j  ' 
si  l'on  passe  à  la  limite,  pour  m  =  oo  , 


8  = 


(n —  i).  1 .2.3. .  .(71— i) 


Avec  la  notation  des  arrangements,  on  a  la  formule  in- 
diquée par  M.  Vannson  : 


I 

+  ..  .: 


A»         An+i         ^n-^^  \^        V-^n—i 

n  n  n  n —  l 


(  173  ) 

Vn.  Vérification  directe  de  l* identité   binomiale 
et  solution  de  la  question  468. 

Je  veux  parler  de  ridentité 

m       m  (m  —  i)       m(m  —  i)  (/w  —  2) 

I  1.2  1.2.3 

ia  méthode  est  analogue  à  celle  du  §  V. 
m 1  —  m  m  —  i 


I  I  I 


m       m(m  —  1) m{m — i)       m — i  m  —  \  /m        \ 

I  1.2       ""        1.2  I       "~       I       \2         / 

{m  — 1)  (/w —  2) 

1 .2 

m       m(m — ^.i)       m{m  —  i)(/w  —  2) (m  —  i)(/w  —  2) 

11.2  I .2.3  1.2 

m(m  —  i)(/w  —  2) (m  —  i)(/w — 2)(///  —  3) 

1 .2.3  I .?.3 

Si  Sa  est  la  somme  des  termes  jusques  et. y  compris 

m  (m  —  i)...(/w  —  n  r{-i) 
^^  I .2. . ,n 

on  trouve 

(m  —  i)(/w  —  2)...(/ii  —  n-^i)(m  —  /i) 

^^='^  ï.2...(/l  — i)/i  ' 

car  elle  est  vraie  encore  pour 


S»^_|  —  S||± 


m  {m  —  i\(fn  —  2). .  .(/w  —  n) 
1.2. 3... («4-1) 


.   ('w  — i)(/w  —  7.)..,(m  —  n)[m  —  n — i) 

I  .2.  .  .«  (/i  -I-  i) 


(  «74) 
Quand  m  est  un  nombre  entier,  le  dernier  terme  a  pour 

valeur 

m  [m  —  !)...(/«  —  /7i  H-  I ) 

zp — i '- i i, 

(m  —  i){m  —  2)...(iw  —  /w  H- l)  (m  —  m) 

^^  I  .2     .  ./W 

à  cause  du  facteur  m — m. 

On  vérifie  absolument  de  la  même  manière 

mP       mP(mP^iP)       mP  [mP  —  iP)(mP  —  ^P) 

IP  IP.7.P  lP,2JP.ZP 

quand  p  est  un  nombre  entier  ainsi  que  m. 

Le  principal  objet  de  cette  Note  était  rétablissement 
cle  la  formule  (4)  et  de  la  formule  (6)  5  le  formule  (6)  est 
précisément  le  sujet  de  la  qtiestiou  479.  J'ai  été  assez 
surpris  de  voir  indiquée  une  formule  que  j'avais  trouvée 
depuis  longtemps  déjà, et  c'est  ce  qui  m'a. décidé  à  publier 
•ce  petit  travail.  Loin  de  moi  néanmoins  l'idée  de  vouloir 
disputer  à  M.  Stern  la  priorité  d'une  formule,  assez 
curieuse,  sans  aucun  doute,  que  nous  avons  trouvée 
séparément. 


SOLUTION  DES  QUESTIONS  531  ET  532 

(TOir  t.  XIX,  p.  Î47)  ; 

Par  M.  DELLACH, 

Professeur  au  lycée  d'Amiens. 


S31 .  Soient  B- l'aire  d'un  polygone  régulier  circonscrit, 
B'  celle  du  polygone  régulier  d'un  nombre  double  de 
côtés  :    l'aire    du    cercle    est    comprise    entre    B'    et 

B'_i(B-B'), 


(  175  ) 
532.  Soient  Â  et  B  les  aires  de  deux  polygones  régu- 
liers, l'un  inscrit,  l'autre  circonscrit  :  l'aire  du  cercle  est 

comprise  entre  A  et  A  +  ^  (B  —  A)  (♦). 

Question  531. 

Soient  AB  le  demi-côté  du  polygone  régulier  de  n  côtés, 
AC  pour  in  côtés,  AD  pour  ^n  côtés  :  on  obtient  ces 
longueurs  en  divisant  l'angle  AOB  en  deux  parties  égales 
et  AOC  en  deux  parties  égales.  Si  B,  B',  B",  B'''^  etc., 
sont  les  aires  des  polygones  réguliers  de  n^  in^  J^n^  etc., 
côtés,  on  a 

B  =  2/i.0AB,     B'=:4/i.0AC,     B"=8/i.0AD. 
Donc 

B  — B^       BCE 
/^B'  — B""'CDF' 

Soit  CG  la  bissectrice  de  Tangle  BCE  ;  elle  sera  paral- 
lèle àDE.  On  a 


CBE 
CEG 

BE 
""EG^ 

CE-hCB 
"       CE       "■ 

AB 
=  AC 

D' 

un  autre 
me 

côté 

CEG 
CDF"" 

cë'      ÂC* 
DF         AD 

CBE 
CDF 

B 
=  ^B^ 

—  B'        AB.AC 

-^"~  Id 

Or 

AC>2AD,     AB>4AD, 
d'où 

AB.AC>8ÂD; 
(*)  C'est  une  propriété  différente  de  celle  de  Hiiyghens.'    Tm. 


(  '76) 
(le  sorte  que 


et 


B'  — B"<4(B— B'), 
4 

B"-B-<^(B-B'), 


Si  Ton  désigne  par  S  l'aire  du  cercle,  ou  a 

S  =  B'-(B'  — B'^)  ^(B"— B«')— .•.. 

Remplaçant  chaque  difTérence  par  sa  limite  supérieure, 
on  obtient 

S>B'  — i(B  — B'). 

C.    Q.     F.     D. 

Question  532. 

Soient  A,  A',  A",  etc.,  les  aires  des  polygones  réguliers 
inscrits  de  n,  2  7i,  4'^9  61^*9  côtés ^  on  a 

S  =  A-f-{A'— A)4-(A"— A')4..... 

On  démontrera  aisément  que 

A'-A<i(B-A), 

A"— A'<i(B'  — A'). 
Or  on  sait  que 

B'  —  A'  <  7  (  B  —  A )     (problème  de  Cafalan  ). 
4 
Donc 

^"-^'<r?(^-^)'     A'-A"<i.i(B-A), 


(  '77  ) 
Si  dans  la  valeur  de  S  on  remplace  les  diiTérences  par 
ces  limites  supérieures,  on  obtient 


S<A  +  |(B^A). 


F.    D. 


APPLICATION  DE  U  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE 

(  TOir  t.  XVIII,  p.  420); 


Par  m.  PAINVIN, 

Docteur  es  Sciences. 


§  II.  —  Cônes  et  cylindres  du  second  degré  passant 
par  deux  coniques  situées  sur  une  surface  du  second 
degré. 

67.  La  question  que  nous  allons  résoudre  nous  don- 
nera une  idée  de  Tusage  qu'on  peut  faire  des  résultais 
précédents  dans  la  discussion  des  problèmes. 

Soient 

«„  X]  4-fljj  Xl  -4-  «33  ^l  -+-/ÏM  JC] 

•4-  20,4  X,  ^4  -4-   îi  fl»3 -ÎCJ -^3 
H-  2^24  Xi  Xi  H-  2fl84  Xi  x^ 

Péquation  d'une  surface  du  second  degré,  et 

(M=/W|X, -4-/Wjj:a-+- Wa-ï^3H-'W4X4  =0, 
N  =  /i,  j:,  -h  «1  ^»  +  «3  J^i  +  /Î4  «2^4  =  o, 

les  équations  de  deux  plans. 

Âftn.  de  Mathémat..  t.  XX.  (Mai  1860.)  1^ 


(  «78  ) 
Les  équations  de  deux  coniques  situées  sur  la  surface  (i) 
seront 

I    «p  =  o,        I    y  =  o, 

I   M=ro,        {   N  =  o, 

et  Téquation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  pas- 
sant par  les  deux  coniques  ((p,  M)  et  (^ ,  N),  sera 

(3)  ç  +  2XMN~o. 

On  exprimera  que  cette  surface  est  un  cône^  en  écri- 
vant que  le  discriminant  de  Téquation  (3)  est  nul,  ce  qui 
permettra  de  déterminer  la  constante  X.  L'équation  en  X 
est  en  apparence  du  quatrième  degré;  nous  allons  d'abord 
constater  qu'elle  se  réduit  au  second  degré. 

68.  Si  l'on  désigne  par  D  le  discriminant  de  l'équa- 
tion (3  ) ,  et  qu'on  pose 


(4) 

d'où 


l'équation  en  X  sera 


(5)D=n 


<72,  H-^Mj,      fl2a-|-)^M22      flaa-HAMas      «24  -h  ^M24 

«ai-H^Ms,         «32-f-^M32        /l33-t-^M33        «34   -+"  ^  M34 

«4,  -f-XM4,      Û42-+-^M42      «43 -*- >M43      a^^ -\-  \VL^^ 

Développons  ce  déterminant  par  colonnes,  après  avoir 
posé  : 


(6)      A  = 


Désignons 

Par  Al,  As,  A,,  A49  ce  que  devient  le  déterminant  A 


«Il 

«1» 

«.3 

«•4 

iM.. 

M12 

M,3 

M,4 

«21 

«3. 

«« 

«32 

«23 

«33 

«M 
«34 

A'  = 

M31 

Ma, 

Ma$ 

M33 

Ma4 
M34 

«41 

«42 

«43 

«44 

M4, 

M4a 

M43 

M44 

(  179) 
lorsqu'on  y  remplace  la  i'^,  2*,  3^,  4*"  colonne  respeclite- 
ment  par  la  i'**,  2*,  3®,  4*  colonne  du  déterminant  A'^ 

Par  A„,  ce  que  devient  le  déterminant  A  lorsqu'on  y 
remplace  à  la  fois  la  /'*''"*  et  la  s'^""'  colonne  par  la  /'*'""  et 
la  5"""*  colonne  du  déterminant  A'; 

Par  A',,  A',,  A',,  A'^,  ce  que  devient  le  déterminant  A' 
lorsqu'on  y  remplace  la  1'*,  2®,  3*,  4* colonne  parla  i""®, 
2®,  3®,  4*  colonne  du  déterminant  A. 

En  employant  ces  notations,  nous  trouverons  pour 
Téquation  en  X  : 

(7)     I  -h  {A,a-hA,3-+- A,4 -h  Aj,-|-A,,-+-A„);»   l  =  O. 

f  -|-(A,+  A2  4-A3-hA4)>-f-A       ^  \ 

69.  Il  est  facile  de  démontrer  que 

A'=:0,      A',  =  0,      A',  =0,      A'3=0,      A'^rro. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  faire  voir  que  le  déterminant  A' 
est  identiquement  nul,  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre. 

Or 

/7?,/l(+/7?,/l,         /?I,«2-f-W2/îl         /W,  «3-1-/113/1,         /W,/Î4-h/ll4/î, 

/Wa/i|-|-/W|/îj  /Wj/ia-h/Wj/fj  /Wj/Zj -j-z/ij/îj  m^n^-^m^rii 
m^n^-^-m^n^  m^nt-^-m-in^  rfi^n^-^m^n^  niin^-^min^i 
/W4 /i, -f- iw, /Î4     m^ni-\r  m^n^     m^n^^^m^n^     m^n^-\-m^n^ 

De  la  première  colonne,  multipliée  par  /i,,  retranchons 
la  seconde  multipliée  par  «i,  il  vient  : 


""  /i. 


/?,         /n,/tj-l-/?/3/?,  /«,/?3H-/lt3/Z,         /?/,/l4-|-/W4/î, 

/Î2       /7l2/l2-4-/Wa/ra       'Wa/IiH-ZWj/ïj       /W2/Î4  4-/W4/?j 

/i,     m^ni-^-m-in^     m^n-^-^m^n^     ^^^i-hf^in^ 

/I4     mi/ii-^m^ni     nuf^i-^-'^T^^^     ni^Ui-^mif/i 

12. 


(  i8o  ) 
De  la  seconde  colonne  de  ce  dernier  déterminant,  mul- 
tipliée par  n,,  retranchons  la  troisième  multipliée  par  n^^ 
nous  obtenons  : 


^,__  (Hli/I,-— /»aW,)(iyf,/l,— -W3/g,) 


/ï,/?» 


/Î3     /Î3     /iî8/î,-|-/?Ï3/Î3     m^n^-^rmin^ 
Ftt     /Î4     /W4/?3  4-m3/i4     niini-hniini 


Or  le  dernier  facteur  est  nul,  car  c'est  un  déterminant 
dont  deux  colonnes  sont  identiques  ^  donc 

A'=o. 

On  s'assurera,  par  un  calcul  semblable,  que  les  déri- 
vées partielles  du  déterminant  A'  sont  aussi  nulles;  d'où 
l'on  conclura 

Ar  =  o,     /•=i,2,  3,  4. 

Ainsi  l'équation  (7)  se  réduit  à 

(  A„  4-  A,3  -f-  A,4  +  A,3  -f-  ^u  4-  A34  )  >* 
-h  (A,  -i-  A,  -f-  A3  H-  A^)\  +  A  =  o. 

Donc  il  existe t  au  plus,  deux  cônes  du  second  de- 
gré passant  par  les  deux  coniques  (y,  M),  (9,  N). 
70.  Posons  maintenant  : 


(i8i) 


(9) 


«Il 

«12 

«13 

«14 

/W, 

«31 

«22 

«13 

«24 

/Wa 

T  = 

«31 

«32 

«33 

«34 

W3 

«41 

«42 

«43 

«44 

/IÎ4 

/w, 

m. 

W3 

/7I4 

0 

«Il 

«12 

«13 

«14 

«1 

«21 

«22 

«23 

«24 

«2 

S  = 

«31 

«32 

«33 

«84 

'»3 

«41 

«42 

«43 

«44 

«4 

^l 

/la 

«3 

«4 

0 

i 

«11 

«12 

«13 

«14 

«i 

«21 

«22 

«23 

«24 

«2 

u  = 

«31 

«82 

«33 

«34 

«3 

«41 

«42 

«43 

«44 

«4 

m» 

/W2 

W, 

/»< 

0 

«Il 

«12 

«13 

«14 

/w, 

«1 

«31 

«22 

«23 

«24 

m. 

«2 

v  = 

«31 
«41 

«32 
«42 

«33 
«43 

«34 
«44 

/W3 

m, 

«4 

i 

ilï, 

W, 

^3 

/W4 

0 

0 

«1 

/l, 

«3 

/24 

0 

0 

On  vérifiera  sans  difficulté  les  relations  suivantes  : 

rf»V 

(10) 


Or 


(  «8^  ) 


r/S  dS  dS  dS 

a/t|  a/72  ^^3  ^^4 


rfT 


dT 


dT 


dT 


dntx  d/Tii  dm^  dm^ 

Cette  relation,  jointe  au  second  groupe  des  identités  (10), 
nous  donnera  immédiatement 

(11)  A,  4- Aa -+- A3 -h  A4  =  — 2U. 

Si  Ton  a  égard  à  la  relation 

d^W    _         d}V 
dmrdn,  dm^dur. 

le  premier  groupe  des  identités  (10)  dopnera 


-/w, 


^.2+  *^i3~f-  Au -h  Aaa-i-  Aj4-|- ^34  ' 


/  d'y  d^V                  d'V   \ 

\  ^  dmsdn^  ^ dniidn^  * dniidnj 

(  ^'V  ^^V                af'V  \i 

\  ^  dm-idn^  ,^ dm^dn^  ^ dmidn^j 

—       /  d'V  rf'V                ^^V  \ 

^  \  *  dm^  dn ,  *  <f/7i3  ^//ïj  *  ctoîa  dn,] 

_       /  ^'V  rf'V                d-'S  \ 

*  \  *  dm^  dn ,  '  rf/W4  rZ/ij  '  df/W4  ^/f 3/ 


ou  enfin 

\ 


A,4   ■ 


Aa4  ■ 


(12 


/       ^V  rfV  e/V  i^V\ 

=  —     W,- h  Wj-r h  /W33 h  W4-- )  n=— V. 

I  \      dm  y  dm-i  dm^  dmj 


L'équation  (8)  prendra  donc  la  forme  définitive 

(I)  VV-h2tl>  — A  =  o. 

71.  Nous  allons  maintenant  discuter  cette  équation. 
La  condition  de  réalité  des  racines  est  donnée  par  Tiné- 


{  i83  ) 
galité  :  , 

(i3)  U»-f-VA>o. 

Or,  si  dans  le  dé  terminant  V  on  applique  aux  quatre 

éléments  >  que  je  remplacerai,  pour  un  instant,  par 


P    7 


9  la  formule 

dady         da  dy  \dp  ) 

on  obtient  la  relation 

(i4)  VA  +  U'=TS. 

INous  arrivons  ainsi  à  cette  conclusion  : 

Suivant  que  le  produit  des  deux  déterminants  T  et  S 
est  positif,  nul  ou  négatif,  les  deux  cônes ^  passant  par 
les  coniques  ((p.  M),  (y,  N),  sont  réels,  se  confondent 
ou  sont  imaginaires. 

On  voit  par  la  relation  (14)9  que  les  deux  cônes  ne  se 
confondront  que  dans  le  cas  où  l'un  ou  Taulre  des  déter- 
minants T,  S,  sera  nul  ^  c'est-à-dire  que  Tune  des  coni- 
ques se  réduira  à  un  point  ou  à  deux  droites  (56.  ) 

72.  Le  problème  admettra  toujours  deux  solutions 
réelles j  lorsque  les  déterminants  AetV  seront  tous  deux 
de  même  signe,  ou  lorsque  Tun  ou  l'autre  de  ces  deux  dé- 
terminants sera  nul. 

Parcourons  ces  différentes  hypothèses  : 

i*'.  (  A  >►  o,  V  >  o)  5  la  droite  I,  intersection  des  deux 
plans  M  =  o,  N  =  o,  ne  rencontre  pas  la  surface  y  =  o 
sur  laquelle  sont  les  deux  coniques,  et  celle  surface  y  =  o 
est,  dans  le  cas  actuel,  une  surface  réglée  gauche,  c'est-à- 
dire  un  hyberboloïde  à  une  nappe,  ou  un  paraboloïde  hy* 
perbolique,  ou  un  ellipsoïde  imaginaire  (n"  23  et  36). 


(  '84  ) 

2°,  (  A  <^  o,  V  <^  o)  ^  la  droite  I  rencontre  la  surface  y, 
laquelle  est,  dans  ce  cas,  un  ellipsoïde  réel,  ou  un  hyper- 
boloïde  à  deux  nappes^  ou  un  paraboloïde  elliptique 
(n°»  21  et  36). 

i^,   (  A  =;=  o  )^  la  surface  <f  est  un  cône  et  les  valeurs  de 

X  sont  alors  o  et — -  Ainsi,  lorsque  deux  coniques  sont 

placées  sur  un  cône  du  second  degré,  on  peut  toujours 
faire  passer  par  ces  coniques  un  cône  différent  du  premier 
et  un  seul. 

4°.  (  V  =  o)  ;  la  droite  I  est  tangente  à  la  surface  y,  et 
les  deux  coniques  sont  elles-mêmes  tangentes  à  la  droite  I. 

Les  valeurs  de  X  sont  alors  oo  et  -—  :  l'un  des  deux  cônes 

aU 

se  réduit  aux  deux  plans  M  etN. 

Lorsque  le  problème  n'admet  qu'une  seide  solution  il 
faut  d'abord  que  û  et  Y  soient  de  signes  contraires,  et,  . 
en  outre,  que  l'un  ou  l'autre  des  déterminants  T  et  S  soit 
nul  5  nous  supposerons,  par  exemple,  T  =  o. 

1**.  (  A  <;  o,  V  >  a)  5  la  surface  ç  est  dénuée  de  géné- 
ratrices rectilignes  et  n'est  pas  rencontrée  par  la  droite  I  ; 
de  plus,  le  plan  M  est.tangent  à  la  surface  y,  qu'il  coupe 
suivant  un  point  ^  ce  point  est  le  sommet  du  cône  unique. 

2**.  (A>o,  V<;o)  5  la  surface  (f  est  réglée  et  gauche, 
et  est  rencontrée  par  la  droite  1 5  déplus^  le  plan  M  est 
tangent  à  la  surface  (p,  et  il  la  coupe  suivant  deux  droites  ; 
ces  deux  droites  sont  situées  sur  le  cône  unique  qui  a  pour 
sommet  le  point  de  contact. 

Je  n'insisterai  pas  d*avantage  sur  cette  discussion. 

73«  Cherchons  maintenant  les  relations  qui  doivent 
exister  entre  les  quantités  a^,,  m,,  /i,,  pour  qu'on  puisse 
faire  passer  un  cylindre  du  second  degré  par  les  deux  co-^ 
niques  (g?,  M)  et  (  ?,  N) . 


(  i85  ) 

U  faut  d'abord  que  le  discrimiDant  de  Féquation  (3) 
soit  nul  ;  ce  qui  laisse  subsister  les  calculs  précédents,  et 
conduit,  par  suite,  à  Téquation  (I)  (n°  70). 

U  faut,  en  second  lieu  (35),  remplir  la  condition  sui-* 
vante  : 


(.5) 


a„-4-  XM„ 

«,a-h>M„ 

û,3-f-XM,3 

ûai  -f-XMj, 

«M  -+-  ^Mj2 

an  H-  \  M„ 

^3.  -h  >M3, 

«aa  +  ^Msa 

«58  4-  ^Mas 

Cette  équation  en  A,  qui  est  en  apparence  du  troisième 
degré,  se  réduit  au  second,  parce  que  le  coefficient  de  X' 
est  une  des  dérivées  partielles  du  déterminant  A'.  La  com- 
paraison de  cette  dernière  équation  (i5)  avec  l'équa-* 
lion  (5),  que  nous  avons  développée  ci-dessus,  nous 
conduit  sans  nouveaux  calculs  à  la  relation 


dV 
dau 


X». 


Ainsi ,  pour  que  la  surface 

ç-h2XMN  =  o, 

passant  par  les  deux  coniques  ((p,  M)  e^  (<}>,  N),  soit  un 
cylindre  elliptique  ou  hyperbolique^  il  faut  que  le  para- 
mètre  indéterminé  X  vérifie  lès  deux  équations 


(n) 


VX'-j-aUX— A  =  o, 

dy  ^^        dv^      dà 

-j— X^4-2— -X  — — -=o. 
aâf44  «^44  a<744 


Lorsque  les  équations  (II)  ont  deux  solutions  com- 
munes, ce  qui  entraîne  les  deux  équations  de  condition 


(i6) 


dV 

rfU 

r/A 

da,, 
V 

da^^ 
U 

da,, 

{  «86) 
il  existé  deux  cylindres  passant  par  les  deux  coniques 
données. 

Lorsque  les  équations  (II)  ont  une  seule  racine  com- 
mune, ce  qui  entraine  la  condition 

'■')  ('£-v^)'=4(vS-u,^)(.S-«^). 

qu  on  peut  écrire 

on  obtient  un  cône  et  un  seul  cylindre  passant  par  les 
deux  coniques  données. 

En  suivant  la  marche  qui  a  été  adoptée  dans  la  discus- 
sion précédente,  on  pourra,  sans  difficulté,  assigner  toutes 
les  particularités  que  présente  la  question  actuelle. 

74.  Cherchons  enfin  les  conditions  pour  qu'on  puisse 
faire  passer  un  cylindre  parabolique  par  les  deux  coni- 
ques (9,  M)  et  (ç,N). 

Il  faut,  dans  ce  cas,  satisfaire  à  trois  conditions  (3S). 

La  première  est  exprimée,  par  la  relation  (i5);  elle 
conduit  à  Téquation 

£/V.,  d\J  ,       dA 

Les  deux  autres  conditions  sont  : 

tf,,-f->M,,     a,aH->M,2 
ûTa, -f-^Ma,      fl22-hXMj2 

En  développant  ces  deux  conditions,  on  sera  amené  à 
la  conclusion  suivante  ; 


(  '87  ) 
Pour  que  la  surface 

^-+-2XMN=o, 

passant  par  les  deux  coniques  (f,  M)  et  (9,N)  soit  un 
cylindre  parabolique,  il  faut  que  le  paramètre  indéter- 
miné i  vérifie  les  trois  équations 

d\  d\]  dl  _ 

l  da^  dûtt  dott 

,       ,        )      ^V     .,  d^\]     ^  d}b. 

^       '       \da^,da^^  da^^da^^         da^^da^^ 

j      d'Y     ^      .         ^U       •  d'à 

•  X ; -; —  =  o. 


\  dotida^i  daiida27         dOi^doy, 

Ces  trois  équations  entraînent  comme  conséquence 
l'équation  (I).  Sruivant  que  ces  trois  équations  auront  une 
ou  deux  racines  communes,  on  pourra  faire  passer  par 
les  deux  coniques  un  ou  deux  cylindres  paraboliques. 

75.  On  pourrait  déduire  des  résultats  que  nous  venons 
d^obtenir  les  équations  d'un  cône  ou  d'un  cylindre  cir- 
conscrits à  une  surface  du  second  ordre-,  mais  nous  arri- 
verons à  des  formes  d'équaiion  plus  remarquables  en 
abordant  ce  problème  d'une  autre  manière. 

Je  me  contenterai,  pour  terminer  la  question  objet 
de  ce  paragraphe,  de  donner  les  coordonnées  du  sommet 
du  cône  et  la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 

Si  l'on  a  égard  aux  remarques  faites  dans  les  numéros 
fiO  et  62,  on  aura  : 

i".  Pour  les  coordonnées  — »  —  »  —  du  sommet  du  cône 

«4       «4       «4 

passant  par  les  coniques  (f,M)  et  (9>,IN)  : 


(  '88) 


(i8) 


^V,,  dV,        dA 

cil  =- — À^-h  2-— -A  —  - — » 
aa,4  aOu  aan 

,  rfV  ,,  rfU  ,        fl?A 

«j  =  3—  >'  +  2  -—  X  —  -j—  > 
aUj^  /7a24  aau 

as  = -— -  >  ' -f- 2  37— >  —  :j— > 

tffls,  rfÛ34  Cto34 

JV,,  ^U,  dû. 

a4  =  -; —  A'  -h  2  3 —  A  —  3 —  ? 
a^44  0^44  aa44 


en  y  joignant  Téquation 

VX»-4-2m— A  =  o. 


a°.  Pour  la  direction  — ?  — ?  des  génératrices  du 

as      as 

lindre  passant  par  les  coniques  (99 M)  et  (9,N  )  : 

/  JV,,  dV,       dùi 

a,  =-r-^'  +  2-r-X  — -j— , 


^   ^'  j  ««23  ««23  dan 

a3  =:j— ^'4-2-j— X— -j— , 

en  y  joignant  les  équations  relatives  au  cylindre  ; 

.  VX»-4-2UX  — A  =  o, 

'  dY  ,,  dV,        dà 

I  -T^^  -^^'T-^—z^^'  =  ^' 
Les  quantités  0^1 ,  a^ ,  as ,  sont  proportionnelles  aux  c 
nus  des  angles  que  la  direction  des  génératrices  fait  : 
les  axes  0:15X8,^:3,  si  ces  axes  sont  rectangulaires. 

Dans  plusieurs  classes  de  problèmes,  ces  dernières 
mules  pourront  être  d'une  grande  utilité. 


(  '89) 

§  ni.  —  Équations  générales  des  cônes  et  cylindres 
circonscrits  à  une  surface  du  second  ordre. 

76.  Cherchons,  en  premier  lieu,  Téquation  d'un  cône 
circonscrit  à  une  surface  du  second  degré,  et  ayant  pour 

sommet  un  point  donné  — >    —  >   —• 

^  «4  «4  «4 

Si  Ton  exprime  que  la  droite 


(') 


/w,  j:,  h-  /Wj  jtj  -1-  /W3  X3  -f- 1114  ^-4  =  o, 

7Ï,  J:,  -f-  /la  JTs  -h  I3  -^3    -*-  /Î4  ^4  =  o> 


passe  par  le  point  fixe  —  >  ~,  — ,  et  qu'elle  est,  en  outre, 

a4      ai     a, 

tangente  à  la  surface  du  second  degré,  on  aura  les  rela- 
tions : 

I   wi,  a,  -1-  /Wa  a,  -f-  /W3  «3  -h  /W4  ol^  =  O, 
\    /i|  a,  +  /i,  a,  -h  «3  aa  -f-  /ï4  «4  =  o, 


(3) 


V  = 


ûr,,  a, a  û,3  û,4  m,  /i, 

«ji  «ïj  ^«3  ^24  Wa  /ïa 

«31  «32  «33  «34  ^3  /I3 

«41  «42  «43  «44  W«  «4 

IW,  /Wa  /7Î3  /II4  G  O 

/?,  /la  /Ï3  /24  O  O 


=  0. 


On  obtiendra,  par  conséquent,  Téquation  cherchée  de 
la  surface  conique  en  éliminant  m^ ,  ni^ ,  ms ,  /714,  tij  ,  ti,, 
/7s,  /I4,  entre  les  cinq  équations  (i),  (2)  et  (.3). 

77.  Pour  effectuer  cette  élimination,  j'introduirai  les 
notations  suivantes.  Je  désignerai  par  (p  le  premier  mem- 
bre de  Téquation  de   la  surface  du  second  degré  ^   par 

X,,  Xt,  Xsj  X4,lesdemidérivées  -  -~  j    -  t^j    -  -7^1 


(  >9«  ) 
-  -j^  ;  puis,  par  Ço ,  Ai ,  Aj ,  Aj ,  A» ,  ces  mêmes  exprès 

sions  dans  lesquelles  on  aura  remplacé  jTi  ,  Xs ,  x%^  Xi, 
respectivement  paraj,  «t»  «s?  «4-  Nous  aurons,  d'aprè 
cela, 

Xr=  flri  Xx  4-  flfra  J?a  H"  On  ^i  +  ^r4  -^4 
=  fllr  J^i  H-  «ar  ^7  -+"  ^sr  -^a  "f*  ^«r  ^4  » 
(4)  \    Ar  =  ûfri  «i   4-  Uri  a,  -f-  «rs  «3  4-  «r4  «4 

=  /?,r  a,    4-  «2r  «J  -f-  «3r  «3  4"  «<r  «4  » 

OÙ    r=i,2,3,4; 
puis,  d'après  le  principe  des  fonctions  homogènes  :    . 

Ç  =;  J7,  X,  4- J-j  Xj -t- ^3  X3  +  ^4  X« , 


(5) 

^0=  «i  A,  4-  aa  A,  4-  as  A,  4-  «<  A«. 

Q 

78.   En  représentant,  pour  un  insiant,  par         ^    1 

carré  du  déterminant  V,  nous  aurons  les  équs 

o      G  '  ^ 

tions  : 

/       dW  fiV  dV  dV  dW  dV 

driy  drii  dn^  dn^  d^  dy 

dV  d\  dV  dW  d\  d\ 

dfii  dfii  dn^  dn^  d^  é/y 

,       é/V  dS  dV  dY  dY  dV 

I       ///i,  rf>7,  dn^  dn^  dp  dy 

(^^    \       dV  d\  dV  dV  dV  dV 

a/?,  a/72  "/73  £///«  fl^3  c?y          ' 

dV  dV  dV  dY 

/w,- — hf^i- H/Wa- I-W4-- — h      o      4-0     =0, 

a/Zi  a/ïj  a/Î3  o/i^  ' 

dY  dY  dY  dY 

'.«1:7 h  Wj  %— 4-/?3  3-4-/ï«  T--+-      04-0      =rV  = 

\  <7/î,  flr/?2  rf/?3  <t/?4 


(  '9«  ) 
ces  relations  résultent  de  la  propriété  fondamentale  des 
déterminants. 

Si  l'on  multiplie  les  quatre  premières  de  cqs  équations 
respectivement  par  Xi,  Xg ,  Xs ,  X4 ,  puis  qu'on  ajoute  les 
résultats,  en  ayant  égard  aux  identités  (i)  et  (4)  >  il 
viendra 

d\  d\  dV  dV 

a/i|  an  2  an^  an^ 

On  obtiendra  de  même,  en  multipliant  par  0^1 ,  <Xt,  «3,  «4, 
et  en  ayant  égard  aux  relations  ('))  et  (4)9 

d\  d\  dV  d\ 

A, -7--i-A,-j-  -4- A3 -T- -h  A4 -j-  =0. 
a/ii  an-i  an  3  ant 

Tî^i.   .     .     .  d\  dv  dy  dw  ,    j      j 

L  élimination  de  -;-?-;- 1  -7-  ?  -j-  ?  entre  les  deux  der- 
a/7|    anj    dn^    dn^ 

nières  équations  du  groupe  (6)  et  les  deux  qu'on  vient 

de  déduire,  conduit  immédiatement  à  la  relation 


(3) 


v,= 


Xi  Al  /7?i  /i| 

Xj  Aj  /Wj  /Î2 

X3  A3  /W3  /I3 

X4  A4  m^  /Z4 


Cette  dernière  équation  fournira  les  suivantes  : 

^   d\,        ,  £/V,   .        ^V,  dY,      „ 

<3fX,  «A,  a>w,  <3/?, 

^    dV,         ^    dW,  rfV,  ^/V, 

^^;zx;"^^'5â;"^'^'5^-^'''-5^=^' 


X, 

X4 


rfX, 

+  A3 

-h/Wa 

-4- 

0, 

dW, 

rfX, 

H- A4 

^A, 

+  /W4 

-h 

dVy 

dn, 

0. 

En  ajoutant  ces  quatre  relations  multipliées  d'abord 


(  '9^  ) 
par  x^j  Xi^Xi^Xi,^  puis  par  «i ,  «  j ,  «$  J  «  4 ,  on  trouvera 
successivement 

I  f  ^'  ■+■  (^«A,  +  T,A, -♦-  arsA^-f- X4A4)  J7^  =  o, 

'  (a,X,-f-aaX,H-a3X3-|-a4X4)--rl  +f«— -î.  =  o. 

«Al  a  Al 

L'élimination  de  -— ^?  -—-!)  entre  ces  deux  dernières 

aA.|     aAt 

équations  conduira  précisément  à  l'équation  cherchée. 

On  a  ainsi  pour  Téquation  générale  des  cônes  circon- 
scrits à  une  surface  du  second  ordre  : 

^    ^  1         X  (a.  X,-}-a,X,4-a3X3-^a4X4)  =  o.• 

ll  est  aisé  de  vérifier  que  les  deux  derniers  facteurs 
sont  identiquement  égaux. 

79.  On  peut  donner  une  forme  tr^s -remarquable  à 
cette  dernière  équation. 

Désignant  toujours  par  A  le  discriminant  de  la  fonc- 
tion (p,  posons 

dà 

On  sait  que  si  Ton  représente  par  S  le  déterminant  dont 
les  éléments  sont  a^,,  on  a  les  deux  identités 

I  3 —  =  A'«„. 
!  aurs 

(Brioschi,  Théorie  des  déterminants^  p.  ^i). 


(  »93  ) 
Ceci  admis,  considérons  le  déterminant 


(H) 


C=: 


Of||  «la  «13  «14  *i  «I 

«ai  «a»  «as  «a<  -3?»  «a 

«31  «sa  «33  «34  «^8  «3 

«41  «4a  «43  «44  ^4  «I 

Xi  .r,  JTji  ^4  O  O 


a,       tt}      as      «4      o      o 
On  aura,  d'après  une  formule  fréquemment  employée, 
,    .  ^  d'C       dCfiC      fdcy 


.  o  o 


p. 


en  représentant  le  carré         par 

Or,  si  l'on  a  égard  aux  identités  (lo),  on  vérifiera  im- 
médiatement les  relations  suivantes  : 


.3) 


dctdy 

dC 
dy 

dC 
da 
dC 


-yr  =  —  A»(a,X, -+-«2Xj-i-a3X5  4-«4X4) 
dp 

=  —  A'(a:,A,-t-*aAj+:c3A3-h^4A4). 
L'identité  (lo)  donne  alors 
/  ,.     p r<pfo— («iX,4-«jX,H-a5X3-|-a4  X4)l 

Du  rapprochement  des  relations  (8),  (i  i)  et  (i4),  nous 
conclurons  que  l'équation  d'un  cône  ayant  pour  sommet 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  XX.  (Mai  1861.)  l3 


(  «94  ) 
—»—>->  et  circonscrit  à  une  surface  du  second  degrc 

«4     «4     a4 

qui  a  pour  discriminant  A,  peut  se  mettre  sous  la  forme 
simple  et  mnémonique  : 


(.5) 


dà. 

d^ 

dà 

dà 

dan 

doti 

da,^ 

da,, 

^1 

a» 

dà. 

dis. 

dà 

dà 

dû^x 

dan 

dan 

da^ 

^l 

Oj 

dà 

dà 

dà 

dà 

da^i 

da^^ 

da^ 

dau 

*3 

«s 

dis. 

dà 

dà 

dà 

dOii 

da^i 

dati 

da^ 

^i 

«4 

^1 

Xt 

^3 

^4 

o 

o 

«1 

Oi 

o-j 

«4 

o 

o 

.80.  Cherchons  maintenant  Téquation  d'un  cylindre 
circonscrit  à  la  surface  9  =  0. 

Il  faut  d^abord  exprimer  que  la  droite  quelconque 


(.6) 


(•7) 


/w,  Xi  +  /Wj  ^2  -H  W3  ^3  -h  /W4  jr4  =  o, 
«I  -îti  -H  ^»  ^2  +  /^s  J^3  -»-  «4  «^4  =  o, 
est  parallèle  à  une  droite  fixe  donnée 

tti^i  -h  «jJ^a  -+-  «3-^3  4-  a4  Jf4  =  o, 

Pl^l-f-  Pa-Tî-H  P3-^3  -f    P4^4  =  O, 

ce  qui  entraîne  les  relations 


(.8) 


m^ 

^1 

==> 

«1 

P 

/w. 

Wi 

a, 

P' 

nh 

/l. 

—  \ 

«2 

P- 

ntz 

«3 

a» 

p. 

W3 

/?3 

=  ^ 

«3 

P3 

/72| 

«1 

«1 

P 

^  étant  une  constante  indéterminée. 


(  .95  ) 
Il  faut,  en  second  lieu,  exprimer  que  la  droite  (i6)  est 
tangente  à  la  surface  (p,  ce  qui  donne  (36) 


(■9) 


V  = 


«Il 

«M 

fl.3 

«14 

/Wl 

n, 

a^x 

022 

«M 

«34 

/w. 

/i, 

«31 

a^2 

«33 

«34 

^h 

^i 

^41 

«41 

«43 

«44 

rtit 

/»4 

IW, 

IWj 

nh 

/W4 

o 

o 

ni 

n-t 

«3 

«4 

ù 

0 

=  o. 


On  obtiendra  donc  l'ëquation  du  cylindre  circonscrit  en 
éliminant  les  171/,  ti.  entre  les  équations  (i6),  (i8)  et  (19). 

81 .  Pour  effectuer  cette  élimination,  il  est  nécessaire 
de  transformer  le  déterminant  Y.  Multiplions  les  trois 
premières  lignes  par  Xi,  x» ,  x^^  et  ajoutons  les  résultats 
ainsi  obtenus  à  la  quatrième,  multipliée  elle-même  par  0:4, 
il  viendra,  en  ayant  égard  aux  relations  (4)  et  (16)  : 


(20) 


«Il  «la  «13  «14  f^i  ^1 

«21  «21  «24  «24  ^2  ^i 

«31  «32  «33  «34  ^i  ^3    H 

X,  Xa  Xa  X4  o  o 


/W, 


/Wj        /Wji 


itt       nj      /Î3      /I4 


=  o. 


Multiplions  maintenant  les  trois  premières  colonnes 
de  ce  dernier  déterminant  par  Xi,  Xi^  x^,  et  ajoutons 
les  résultats  à  la  quatrième,  multipliée  elle-même  par  x^, 
nous  obtiendrons  l'équation  : 


(2.) 


«H  ««2  «13  Xi  /Wi 

«21  «22  «23  X,  /«2 

«31  «32  «33  X.3  m  3 

X,  X,  Xs  y  o 

/7ti  /7?2  /7?3  o  o 

/?!  /Ta  «3  O  O 


«. 
«1 
«3 
O 

o 

O 


/w, 

rix 

» 

Wj 

«2 

> 

/W3 

/?3 

m^ 

n^ 

/W3 

''a 

/7I| 

'Il 

(  196) 

Or  remarquons  que  si  l'on  développait  ce  détermi- 
nant,  les  m,-,   /!/,  n*y  entreraient  que  sous  les  formes 

;  et,  de  plus,  le  résului 

serait  homogène  par  rapport  à  ces  binômes. 

Il  en  résulte,  si  Ton  fait  attention  aux  relations  (18), 
que  rélimination  s'effectuera  par  la  simple  substitution, 
dans  Téquation  (ai),  des  a»  aux  m,,  et  des  j3,  aux  w,-. 

On  trouve  ainsi,  pour  Téquation  d'un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  (17),  et  qui 
est  circonscrit  à  la  surface  du  second  ordre  9  =  0, 


(22) 


«Il  <»l»  «18 

«Ji  «a»  «r» 

«31  «3»  «33 

Xi  Xj  X3 

«i  «a  «3 

Pi  Pa  p3 


X.  a.  p, 
Xj  aj  Pj 
X3  a,  p, 
y  o  o 
00  o 
000 


=  o. 


On  peut  encore  donner  à  ce  dernier  déterminant  une 
forme  beaucoup  plus  simple.  Retranchons  de  la  qua- 
trième colonne  les  trois  premières  respectivement  mul- 
tipliées par  OTi,  OTi,  x^\  puis  opérons  de  la  même  ma- 
nière sur  les  lignes  du  déterminant  ainsi  obtenu,  en 
ayant  toujours  égard  aux  identités  (4)  et  (5),  on  arrive 
à  la  forme  définitive  pour  l'équation  du  cylindre  circon- 
scrit : 


(23) 


«Il 

«la 

«« 

«14 

«1 

p. 

«ai 

«aa 

«a3 

«« 

«2 

p. 

«31 

«31 

«33 

«34 

«3 

p. 

«41 

«4a 

«43 

«44 

A 

B 

«1 

aj 

«3 

A 

0 

0 

p. 

P» 

p. 

B 

0 

0 

=  o. 


(  ^97  ) 
Les  quantités  Â  et  B  sont  définies  par  les  équations 
iiivantes  : 


(^4) 


\  A  =  —  (  a, ha, H  as  —  U 

J  \      Xt  Xt  xj 

V  \     X4  x^  Xi/ 


ce  sont  les  premiers  membres,  changés  de  signe,  des 
équations  d'une  droite  passant  par  l'origine  et  parallèle 
à  la  direction  donnée  des  génératrices  du  cylindre. 


CALCUL  DE  duo,  d*uo,...,  ^»i/o 

EN  FONCTION  DE  A»o,  A'i/o, . . . ,  A-wo, 

puis  de  du^i ,  ô*  w-s,.--?  ^""-n 

CD  fonction  de  Am_i  ,  A'  u_,,...,  A"*u_^; 

Par  m.  B.  LEMONNIER, 

Professeur  do  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis. 


I.  Soient  Wo,  A//o,  A'î/qv?  A'"wo  les  valeurs  d'une 
fonction  a,  entière  en  x,  du  degré  m  et  de  ses  différences 
successives  pour  x  =  Xo^  les  valeurs  de  x  considérées  à 
partir  de  Xo  formant  une  progression  arithmétique  de 
raison  h. 

Soient  Ji/o,  5'woî«««5  <î"*Mo  les  valeurs  des  différences, 
lorsque  les  valeurs  de  a:  à  partir  de  Xq  se  suivent  en  pro- 
gression de  raison  k. 

Dans  le  grand  ouvrage  de  Lacroix,  t.  III,  §  940,  p.  78, 


(•98) 
on  trouve  pour  le  calcul  de  â^Uo  la  formule 

z  étant  le  rapport  j- 

La  formule,  je  le  présume,  est  de  Lagrange.  Je  ne  sache 
pas  qu'elle  ait  été  insérée  jusqu'ici  dans  les  Traités  d'Al- 
gèbre à  l'usage  des  classes  actui^lles  de  mathématiques 
spéciales. 

Je  vais  en  proposer  une  démonstration  assez  simple,  il 
me  semble,  pour  permettre  de  lui  donner  place  dans  l'en- 
seignement courant. 

On  a  pour  expression  de  ii,  soit 

h         \    h  y  1 .2. . . 


m 


soit 


x^x^  x  —  x^lx — x^        \  ^'««    . 

X d?«  (x J-p  \         ^u 

H 7 (  — /w-h  I       


m 


Égalons  les  valeurs  de  ces  deux  expressions  pour 

.r  =  OTo  -h  X-, 
a:  =:  jTo  +  7,k^ 

X  =  x^  -f*  nky .  «  1 1 


{  ^99) 

k 
nous  aurons,  en  posant  -  =  r, 

1.2  1.2.3 


(i) 


1 .2. . .m 

îi  %         2-1    *•  2Z  (22 1)  ., 

I  1.2  1.2 

2Z  (2Z  —  l).  .  .(2«  —  IW  +  l)  , 

-+T  ^ ^^ ^A-, 

I  .2.  .  ./It 

3.       3.2^,      3.2.1-,      «  32(32  — i)    . 

J  1.2  I .2.3  1.2 

32(32  — i)...(3z  —  m-hi)  ^^ 

+  ■  A", 

1.2. .  ./n 


I  .2 

1*2  I .2. . ,m 

Mais  si  l'on  prend 

ziz  —  i)    ,               z(z  —  i)...(2  —  IW -4- i)  ,« 
0=  14-  zA  -h -^^ -'  A2-h...4-  -^ ^ ^ A", 

•    1.2  I  .2.  .  ./W 

il  est  à  remarquer  que 

2a{22  — l);^  22(22 1)...(22— /w-hi)  ^^ 

1.2  I  •  2  .  .  .  #7i 

pourvu  que  dans  la  multiplication  de  l'expression  de  6 
par  elle-même  les  facteurs  A,  A*,...,  A*"  se  traitent 
comme  des  puissances,  sauf  que 

A'"+>=:ô,      A'"+'  =  o,...,      A''"=0. 


et 


(  200  ) 
Car,  p  étant  entier,  on  a 

1.2 

_^M/'-.)-.-(/>-/«  +  .)^^        ^.^^, 

1.2. ../i  '^ 

(I  +  x)V=  ,  H-2^a:  +  ?£i3£:-L)  X.  +  . . . 

i.a 

I  .2.  .  ./W  '^ 

Donc  quand  on  edfectue  régulièrement  le  pioduit  du  dé- 
veloppement de  (i  +  x)''  par  lui-même,  les  coefficients 
des  puissances  successives  de  x  sont  des  expressions  en- 
tières en  p  égales  respectivement  aux  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  x  dans  le  développement  de  (i  +x)'' 
pour  toute  valeur  entière  de;»  positive.  En  conséquence, 
ces  égalités  subsistent  pour  toute  valeur  de  p.  De  là,  quel 
que  soit  2,  la  formule 

A,  2«(22  —  l)     , 

I  .2 

:iz{2z —  1). .  .(22 — /w-h  i) 


A-, 
1 . 2 ...  m 


et  pour  semblables  raisons 


(-) 


03  =  14- 33A  +  ^i^i^i:^)A»+.., 

1 .2 

3«(32  — i)...(3z  — in-4-i)  ^_ 
n A", 

I  .2.  .  ./7I 


nzinz  —  i)    . 
1 .2 

«zf/iz— i).  .  .(/tz — iw-hl) 

H — , A"», 

I  .2.  .  ./7| 


(  ^^^  ) 

A  l'aide  de  ces  formules,  les  formules  (i)  se  transforment 

en 

/  j  =  e  — 1, 

^»=  Ô»— I  —  2^  =  0»— I  —  a  (ô  —  I  ) 
=  G»—  2  [i-f.  {0 — i)]'  -  (ô  - 1)^  =  (e  -  i)s 

^=9*— I— 35-3a»  =  G»— 1— 3(ô  — i)— 3(0— i)» 
(3)(      =  e»  —  [i  -f-  (0  — 1)]>  4-  (0  -  i)»  =  (0  -  i)S 

J'»=  0'»—  I  —  /î5  —  ...  —  /i  J'»-' 

=  0»—  I  —  /l  (0  —  l)  — ...—  /ï  (0  —  !)■-* 

\      =0-  — [i4-(3-i)l''H-(0  — i)"=(0  — i)*. 

C.    Q.    F.    D. 

II.  Le  triangle  des  différences 

tt«,     a,,...,     w«-,,     a«, 


A*"  «a, 

quand  on  prend  au  rebours  les  termes  de  la  ligne  supé- 
rieure, se  change  en 

—  AW«_,,...,    — Al«o, 
A*  ««,-2,...,    A'tfo, 


±A'«Wo. 
Qu  on  y  applique  alors  la  formule  déjà  considérée 


w  =:  ^Tj  H —  A  «g  -h  .  .  . 


X  —  JCt  fjc  —  jr«         \  /  j:  —  x»  \      A*"  «o 

h       \''  /  \^  /I.2.../ 


(    302    ) 

il  s'ensuit  l'expression  connue  de  u  : 

—  h  '  —A     \   —A  j      1.2 

.     X X^   (X  —  X^  \  fx  —  X^  \     Ùl'^Um-m 

—  h     \    — h  J  \    — h  /i.2.».»i' 

X — x^  X — Xnfx  —  x^        \  A*a««, 

X — Xm  fx  —  Xn         \  fx  —  X^  \       A*  lit 

h       \      h  /    "  \      A  J  i.2...i7i' 

pu  bien^  ce  qui  revient  au  même, 

j:  — j:-  X  —  x^  l  X  —  x^         \  A' «_, 

h       \      h  )  \/*  /I.2...IW 

Pareillement  : 

X X^  ^  X J7o  (x  —  x^  \  $^  U^2 

X  —  Xo  fx  —  x«  \  fx  —  x^  \      5"*  tf_« 


En  faisant  tour  à  tour 


;r  =  J70  —  fin  J 


{  ao3) 
OD  déduit  de  là 


z(z  —  i) 
—  ott-i  = —  «Aa_,  H — ^— - — '  A'a_2  — . 


1.2 

z{z  —  l)...(3  —  /w  -4-  l) 


H) 


I.2*  ••  /7I 


2  2.1  23^22  —  I^ 

I  1.2  1.2 

,     2Z(2Z l)...(23 /W-hl) 

±:  — î — ■ — '  A"» «««, 

1.2...  /71 


«  -  /î(/l  —  l)    -  .     «, 

1  1.2 

nzinz —  i)    , 

=  — /fzAtf.iH ^ A*w_a  — ... 

1.2 

±  — ^ ^ ^ '  A*»  a^„. 

1.2,..  m 


Qu'on  pose 


z(z  —  l) 
«p  =  i  —  2Aa__,  H — ^ •'  A'a_2 —  ... 

^  1  .2 


,z(z  — i)...(z--w  +  i) 
1.2. .  .m 


et  qu'il  soit  entendu  que 
îtque 

A'"^-'  W_(«+,  )  =  O  ,       A'"+'  «_(m+ J)  =  O  y . . . , 


(  »>4) 

ces  formules  (4)  deriendront 

/  I  — ^«_,  =  ^, 

1  1  — 3^ir_,  +  3^«_,  —  ^*L-a  =  f', 

d*où  les  suivantes  : 

/  *«-«  =  («  —  ?), 
^«-«  =  ?'—["— a  (i  —  ^)] 

=  ?'-[i-(t-?)f +('-?)•=  ('-?)% 
(6)/  ^'«-3  =  -f'  +  [i-3(i-.T)H.3(i-y)»] 

=-  ?*+  [i  -  (I  -  ?)P+  (I  -  f  )'=  («  -  t)S 

^a-.=qpf"±[i  — Jf(i  — f)-f-...±«(i  — t)^«] 
==pç•±[I-.(I-ç)]•+(I-f)•=(I-T^ 

La  formule  symbolique  est  ici,  avec  cy  =  (i  —  Aii«i)", 

^«—=[1  — (l  — A««,)*}'. 
Remarque.  En  développant  les  formules  (3)  on  trouve 

e«.==,„.+  iiiiiilA.„.+  îli:zlKiz:2}  A'«. 

1.2  1.2.3 

z(8-i)...(»-3)  ....(«-4) 

-i 7 A*ar.H ^ —  À»ii«+***i 

1.2 4  I...O 

■  z^(z-i)(z-a)(3z-5)  ^^_    . 
■^ 3l -^  «.  +  .••, 


(  ^o5) 


2  4 

^ao  =  z^A*tt»-|-  28*  (z  —  i)  A*  Wo  H-.. . , 

ce  qui  donne,  pour  ^  =  0,1, 

^  =  o,  I A  —  0,045  A»  -f-  o,o285a*  —  o  ,o2o6625a« 

-+*o,oi6m675a*  — . .., 
^=0,01  A»  — o,oo9A*  +  o,oo7725a*  —  o,oo66975a* -+-..., 
^*=  0,001  A*  —  o,ooi35  A* +  0,00014625  A*  — ..., 
5*=  0,0001  A*  —  o,oooi,8a*  +  ..., 
^=0,00001  A'  — .  ..• 

D'autre  part 

a(z  — i),,  z(2  — i)(2  — 2)  ^, 

*  12  1.2.3 

1.2.3.4 

Z...(Z 4)    AS 

I. . .  .0 

,   ,  z^iz  —  i)(nz  —  II)  ^ 

^'ii-i^z'A'tt^,  —  z»(z  —  i)  A^  u^^  H-  -i ^ '  A*  //_4 

^M^-0(^-^)(3^— 5),,„ 

^ie_3=23A»«_5 i ^^  A<  M«4 

z*(z  — i)(5z— 7)  ^, 
4 
^ii_4r=z*A*a_4 —  !iz^{z'^  i)  A*«_5+  ..., 


(  ^o6  ) 
d'où,  pour  z  =  o,i, 

$  «_,  sn  G,  I  Aw_,  -t-  o,o45a*w_,  -h  0,0285A'|I_5 
-f-  0,0206625 A*  «_4 
-H 0,0161 1675 A* «_5-f-.  ., 

S^u^i  =  o ,01  A' a_2  -f-  0,009 A' "-S  4-  o,oo7725a* //_4 
4-  o ,  0066975  A*  u^  -H . . . , 

(î'tf_3=:o,ooi  A'«_3  -f- 0,001 35 A*  u^ 

-+•  0,00014625  A*  M_8  -f-r. ., 

^« tt_,  =  o , 000 1  A* «_4  H- 0,0001 ,8A*tt_5-h..., 
^'tt_5  ==  o ,  0000 1  A*  «__5 -f- . . . , 


Note  du  Rédacteur,  Le  point  de  départ  de  ce  genre  de 
symbolisme  est  de  Leibniz  : 

SymboUsmus  memorabilis  calculi  algebraici  et  infini- 
tesirnalis  in  comparatione  potentiarum  et  differentianim, 
et  de  Lege  homogenerum  transcendentali  Miscellanea 
Berolinensis  (p.  160).  Berol.,  1749- 

L'homogénéité  dont  il  s'agit  ici  est  celle  de  (dxY  et 
d^  x^  etc. 


LIEU  GÉOMÉTRIQUE 

do  somiet  d'io  angle  de  grandeur  constante  eirconscrit  à  nne  coirbe 

de  la  classe  n  \ 

Par  m.  E.  DE  JONQUIÈRES  (*). 


Cette  question,  du  moins  dans  le  cas  où  Tangle  circon- 
scrit est  droit,   a  occupé  d'éminents  géomètres,  et  a  fait 

(*)  Au  Pirée,  20  décembre  1860. 


(  ^«7  ) 
récemment,  dans  les  Noui^elles  annales  de  Mathémati- 
ques  (  t.  XVin,  p.  3 1 4  )  9  le  sujet  d'un  article  où  M .  George 
Salmon    s'est    proposé    de    rectifier   les    assertions    de 
MM.  Steiner  et  Dewulf. 

Cependant  M.  Terquem  fait  suivre  l'article  dont  il  s'a- 
git, d'nneNote  qui  se  termine  par  ces  mots  :  a  II  reste  donc 
n  encore  quelque  chose  à  éclaircir  dans  cette  question.  » 
Je  le  crois  aussi  ;  et  c'est  ce  qui  m'a  engagé  à  m'en  occu- 
per. Mais  si  j'ai  réussi,  comme  je  l'espère,  à  dissiper  les 
quelques  nuages  qui  y  jetaient  encore  un  peu  d'obscurité, 
j'ai  du  moins  la  satisfaction  d'arriver  à  cette  conclusion 
que  MM.  Steiner,  Dewulf  et  Terquem  n'ont  pas  moins 
raison  que  M.  Salmon,  et  que  les  dissidences  de  ces  sa- 
Tants  géomètres,  plus  apparentes  que  réelles,  disparaissent 
à  l'aide  d'une  simple  remarque. 

Pour  mieux  me  faire  entendre,  je  reprends  la  question 
déplus  liaut,  en  la  traitant  dans  toute  sa  généralité.  Sup- 
posons donc  qu'on  demande  : 

Quel  est  le  degré  du  lieu  des  points  de  rencontre  des 
tangentes  à  une  courbe  U  de  la  classe  n,  issues  des 
points  correspondants  de  deux  dii^isions  homographie 
(jueSj  données  respectii^ement  sur  deux  droites  L,  L'? 

Pour  abréger  le  discours,  nous  appellerons  tangentes 
correspondantes  les  tangentes  ainsi  déterminées. 

On  va  chercher  en  combien  de  points  ce  lieu  rencontre 
une  droite  quelconque  M.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  de 
rappeler  le  lemme  suivant. 

Lemme.  Si  l'on  joint  un  point  fixe  P  à  tons  les  points 
fl',  b\  etc.,  de  la  droite  L',  par  des  droites  qui  rencon- 
trent la  droite  M  en  des  points  a ,  /3,  etc.,  les  droites  a<3 , 
?t,  etc.,  qui  joignent  les  points  a,  (3,  etc.,  aux  points  a, 
i,  etc.,  de  L,  homologues  de  a',  b\  etc.,  enveloppent  une 
conique  (Geo/w.,  sup,^  n^  555). 
Actuellement,  supposons  qu'on  fasse  rouler  une  tan- 


(    208    ) 

gente  sur  la  courbe  donnée  U.  Dans  chacune  de  ses  posi-^ 
lions,  cette  tangente  passe  par  un  certain  point  a  de  L^  et. 
coupe  M  en  un  point  a.  Si  Ton  joint  le  point  a  au  point, 
a ,  homologue  de  û,  je  dis  que  la  droite  aal  enveloppe 
une  courbe  U'  de  la  classe  un,  c'est-à-dire  une  courbe  à 
laquelle  on  peut  mener  généralement  un  tangentes  pat* 
un  point  quelconque  P.  Et  en  effet,  ce  nombre  est  évidem- 
ment le  même  que  celui  des  tangentes  communes  à  la 
conique,  dont  il  est  question  dans  le  lemme  précédent, 
et  à  la  courbe  donnée  U,  c'est-à-dire  qu'il  est  2  n* 

Si  le  côté  (xa'  de  l'angle  variable  aaa!  touchait  aussi  Jà 
courbe  U,  le  point  a  serait  Fun  x  des  points  de  M  qui 
appartiennent  au  lieu  cherché.  Donc  il  existe  sur  M  au- 
tant de  ces  points  x  que  les  deux  courbes  U  et  V  ont  de 
tangentes  communes,  c'est-à-dire  2/î  ./i=2n*.  Tel  est 
donc  enfin  le  degré  de  la  courbe  qu'il  s'agissait  de  trouver. 

Mais  j'ajoute  que  parmi  les  diverses  branches  de  ce  lieu 
géométrique  il  y  a  2/1  droites,  de  sorte  que,  si  l'on  fait 
abstraction  de  ces  droites,  la  courbe  n'est  plus  que  du  degré 
2«  (n  —  i). 

En  effet,  les  droites  aa^  qui  joignent  les  points  corres-  . 
pondants  de  L  et  L'  enveloppent  une  conique  Z,  qui  a 
2n  tangentes  communes  avec  la  courbe  U.  Chacune  de 
ces  tangentes  est  une  droite,  suivant  laquelle  coïncident 
deux  des  tangentes  correspondantes  de  la  courbe  U.  Donc 
tous  ces  points  satisfont  à  l'énoncé  de  la  question,  et  par 
conséquent  ils  appartiennent  au  lieu  cherché,    c  q.  F.  d. 

Si  les  deux  droites  L,  V  coïncident  en  une  seule  L,  les 
résultats  précédents  subsistent,  et  les  2/ï  droites  qui  font 
partie  du  lieu,  sont  les  2n  tangentes  à  la  courbe  U  issues 
des  deux  points  doubles  (réels  ou  imaginaires)  des  deux 
divisions  homographiques  tracées  sur  L.  On  voit  en  outre 
que  chacun  de  ces  deux  points  est,  sur  la  courbe  propre- 
ment dite  du   degré    2n{n — 1),    multiple  de  l'ordre 


(  ao9  ) 
n{n  —  I.)  ;  car  chacune  (le«  n  tangentes  à  la  courbe  U, 
qu'on  peut  mener  par  ce  point,  étant  considérée  comme 
appartenant  à  la  première  sérié  de  tangentes,,  est  coupée, 
en  ce  point  même,  par  les  (n — i)  autres,  considérées 
comme  appartenant  à  la  seconde  série. 

Si  la  droite  L  est  à  l'infini  et  que  les  deux  divisions 
bomographiques  soient  celles  que  marquent  sur  cette 
droite  les  deux  côtés  d'un  angle  constant  (voir  Géom. 
sup.^  V?  65a,  p.  462),  le  théorème  subsiste^  mais  comme 
les  points  doubles  de  ces  divisions  sont  alors  imaginaires, 
les  an  droites  le  sont  aussi  et  Ton  a  ce  théorème  : 

[^  courbe^  lieu  du  sommet  d'un  angle  de  grandeur 
constante,  circonscrit  à  une  courbe  de  la  classe  N,  est 
du  degré  2n{n — i). 

Ce  qui  précède  montre  bien  comment  Je.  degré  2  a*  a 
dû  se  présenter  dans  l'analyse  de  M«  Dèwuif  ou  dans  les 
raisonnements  de  M.  Steiner.  C'est  au  fond  le  degré  de 
la  question,  et  ce  degré  ne  s'abaisse  que  parJ'exclusîon, 
fort  naturelle  d'ailleurs,  de  certaines  droites  qui  précisé- 
ment sont  toujours  imaginaires  dans  ce  cas  particulier. 

Si  la* droite  située  à  l'infini  est  tangente  deia  courbe  U, 
qui  est  alors  du  genre  parabolique,  chacun  des  points  de 
celte  droite  appartient  2  (n —  i  )  fois  au  lieu  cherché.  Car 
la  droite  de  l'infini  ayant  une  direction  indét.erminée  peut 
être  regardée  comme  rencontrant  sous  Tangle  donné,  vt 
aussi  sous  le  supplément  de  cet  angle,  chacune  des  (n — i) 
autres  tangentes  parallèles  entre  elles  qu'on  peut  encore 
mener  de  ce  point  à  la  courbe,  en  outre  de*  la  droite  de 
l'infini  qui  fait  la  /i*^"*"  tangente  issue  de  ce  point.  Le  degré 
apparent'  du  lieu  cherché  n'est  donc  plus  égal  qu'à 
2 [n*  —  2n-hi)  =  2{/i  —  i)*,  si  l'on  fait  abstraction  de 
celte  droite  multiple. 

Actuellement ,  si  l'angle  donné  s'approche  successive-* 
ment  d'être  égal  à  90  degrés,  les  points  de  la  courbe  se 

Ann,  4e  Mathémat.,  t.   XX.  (Juin  18G1.)  (4 


(  '^lo  ) 

rapprochent  l*un  de  l'autre  deux  à  deux.  Quand  il  diflTère 
très-peu  de  cette  valeur,  la  courbe  se  compose  de  deux 
branches  très-voîsines  l'une  de  l'autre,  qui  se  confondent 
enfin  en  une  seule  au  moment  où  Tangle  devient  droit. 
La  courbe  est  alors  la  superposition  de  deux  ceurbes  de 
Tordre  n(n —  i  )  9  ce  qui  a  fait  dire  à  M.  Salmon  que  son 
degré  dans  ce  cas  est  n[n  —  i  ) ,  puisqu^en  effet  îl  n^appa- 
raît  qu'une  telle  courbe.  . 

Ceci  se  voit,  par  exemple,  très-clairement  si  la  courbe 
proposée  U  est  une  conique.  Dans  ce  cas  on  obtient  im- 
médiatement, sur  chacune  des  tangentes  de  la  conique, 
les  quatre  points  du  lieu  cherché  en  lui  menant  les  quatre 
tangentes  parallèles  deux  à  deux  sous  l'angle  donné  et  sous 
son  supplément  (*).  Or  il  est  visible  qu'à  mesure  que 
l'angle  s'approche  de  90®,  les  pieds  de  ces  quatre  tangentes 
se  rapprochent  deux  à  deux  et  se  confondent  enfin  quand 
l'angle  devient  droit.  On  sait  que  le  lieu  est  alors  devenu 
un  cercle.  Maïs  comme  la  courbe  du  quatrième  ordre  n'a 
pu  que  se  transformer  par  cette  circonstance  particulière, 
et  non  pas  abdiquer  pour  un  degré  inférieur,  ce  cercle 
est  double^  ainsi  que  M.  Terquem  en  avait  fait  la  re- 
marque expresse  et  que  M.  Steiner  l'avait  suffisamment 
fait  pressentir  (**),  et  les  réflexions  qui  précèdent  ne 
permettent  plus,  ce  me  semble,  le  moindre  doute  à  ce 
sujet. 

Bien  (ju'il  puisse  paraître  superflu  de  chercher  dans  des 
cas  très-particuliers  la  vérification  d'un  théorème  établi 
par  des  raisotMements  rigoureux,  néanmoins  j 'examiné- 


es) Cette  double  direction  est  conforme  à  l'énoncé  du  problème  qui  ne 
précise  pas  et  qui  ne  peut  préciser  si  ce  sont  les  côtés  mêmes  de  Tangle 
ou  leurs  prolongements  qui  doivent  toucher  la  courbe  donnée. 

(**)  Voir  le  Mémoire  de  M.  Steiner  sur  les  courbes  algébriques,  traduit 
ans  le  Journal  de  Mathématiques,  t.  XX,  p.  4^- 


(  "'  ) 

rai  le  cas  simple  où  la  courbe  de  la  classe  n  se  réduit  à  n 
ovales  infiniment  petits^  disons  à  n  points  a,  &,  c... 

Ces  points  donnent  lieu  à  -n(n-T-i)  segments  termi- 
nés a&,  ac,  bc,...,  dont  chacun  peut  être  regardé  comme 
une  ellipse  infiniment  aplatie.  Pour  chacun  de  ces  seg- 
ments, le  lieu  du  sommet  de  l'angle  constant  circonscrit 
se. composé  des  deux  cercles  décrits  sur  lui  comme  corde, 
et  capables  de  cet  angle  et  de  son  supplément  (cercles  qui 
se  réduisent  à  un  seul  cercle  double  si  Tangle  devient 
droit).  Donc  le  lieu  se  compose  en  totalité  de  7i(n-^— i) 
cercles^  c'est-à-dire  qu'il  est  du  2/î  (» —  i  )**"*'  degré. 

Prenons  encore  un  système  composé  d*une  xïourbe  de 
la  classe  n'  elde  (n-^-^n!)  points,  système  qui  représente 
une  courbe  de  la  classe  n*  On  tiouvera  encore  aisément 
pour  le  degré  du  lieu  le  nombre  2n(/i — i),  si  l'on  se 
rappelle  que  la  courbe,  lieu  des  pieds  des  obliques  abais* 
sées  dans  un  même  sens  de  rotation  sur  les  tangentes 
d'une  conique,  est  une  courbe  du  quatrième  ordre, 
du  genre  des  lemniscates  (Chasles,  Comptes  rendus, 
t.  XXX'Vn,  séance  du  19  septembre  i853). 

Par  exemple,  si  Ton  a  une  conique  et  deux  points, 
auquel  cas  n= 4?  on  a  :  i*^  une  courbe  du  quatrième  ordre 
comme  lieu  du  sommet  de  l'angle  circonscrit  à  la  conique  ; 
a**  deux  cercles,  relatifs  aux  deux  points  -,  3*^  deux  lemnis- 
cates, relatives  à  la  conique  et  à  l'un  des  points  (à  cause 
qu'il  faut  considérer  ici  l'angle  et  son  supplément); 
4**  enfin,  deux  lemniscates  relatives  à  la  conique  et  à 
l'autre  point;  donc  le  lieu  est  en  totalité  du  degré 

4 -f- 4  +  84- 8  =  2  .  4(4  -  I)  r.-r  24. 


,4. 


{ ^^-  ) 


811  LB  PMBLÈn  B0PTI4HIB  (p.  44)  ET  DKDI  THIMHIIS 
SDR  DBS  TRUNGLfS  BT  DBS  GDNltVBS  GOHHNtS; 

Par  m    lk  Capitaitvk  FAUllE 


n  s'agit  de  trouver  le  'lieu  d'un  point  d'où  Ton  voit 
deux  segments  donnés  sous  le  m6me  angle. 

.Celte  question  a  déjà  été  traitée  par  MM.  Salmon 
et  Chasles.  Le  lieu  du  point  est  une  courbe  du  trohième 
ordre  (Comptes  rendus,  t.  XXX^^II,  séances  des  5  et 
19  septembre  i853). 

Proposons-nous  ce  problème  plus  général  :  Étant  donnÀ 
sur  un  plan  m  s^ments,  trouver  le  lieu  d'un  point  d'où 
l'on  voit  ces  segments  sous  des  angles  tels,  que  leurs 
tangentes  aient  entre  elles  une  relation  quelconque. 

Soient  a  la  longueur  de  l'un  des  segments  AB,  (f  l'angle 
formé  par  les  droites  qui  joignent  ses  extrémités  à  un 
.point  P«  Si  Ton  désigne  par  p  et  pf  les  longueurs  de  ces 
deux  lignes, 

<i»  =  p»  H-  p'*  —  a  pp'  cos  Y , 

d'où  Ton  déduit  aisément 

2a, a 


tangtprr: 


pi    -^ 


le  point  i  étant  le  milieu  du  segment ,  a  la  distance  de 
ce  segment  au  point  P;  ^aa  est  le  double  de  l'aire  du 
triangle  PAB. 

Traçons  dans  le  plan  de  la  figure  deux  axes  rectangu- 
laires et  soit  . 

A=:o 


(  a.3  ) 
l'équation  du  cercle  décrit  sur  le  segment  a  comme  dia- 
mètre^  a  =  o  sera  Féquâtion  de  ce  segment  (^). 
On  aura* 

tangy=2fl  ~ 

Les  autres  segments  donneront  des  relations  analogues^ 
ain^  pour  le  segment  b  on  aurait 

UDgç'=a6|»  .... 

Substituant  ces  valeurs  dans   la  relation  donnée  de 
Tordre  n,  on  obtient  lé  lieu  du  point  P. 
.   Cherchons  comme  cas  particulier  le  lieu  d'un  point 
d'où  l'on  voit  trois  segments  donnés  sous  des  angles  dont 
la  somme  soit  un  multiple  de  tt. 

La  relation  entre  les  tangentes  des  trois  angles  sera 

tang  7  -h  tang  ^'  -h  tang  tf  =  tang  ^  tang  /  tang  <p"    • 
et  par  conséquent  le  lieu  cherché 

a         ,  B  7  ,       a.fi.7 

a  — h^*-  -f-  c  —  =  abc .  — ^-^ 

A^     B^      C  A.B.C 

est  une  courbe  du  cinquième  ordre,  qui  passe  par  les  ex- 
trémités des  segments  et  qui  a  deux  points  doubles  à  FiniJni 
sur  un  cercle. 


("*)  Soient  x,  y  les  coordonnées  de  P,  x'  y'  les  coordonnées  du  point  i,  et 

soit 

mx-\-ny — p=io 

l'équation  de  AB;  alors 

a  =  A  (mz -f- «r  —  A'\ 

k  constante  connue;  le  dénominateur  de  tang^  est  égal  à 

{x~x')«H-(j'-r')'-|, 
équation  du  cercle  Â,  lorsqu'on  égale  cette  expression  à  zéro.    Tu. 


GénéralemeDt  le  lieu  d^iin  point  d^où  Ton  voit  wn  seg- 
ments sous  des  angles  dont  la  somme  est  un  multiple  de  ir 
est  une  courbe  de  l'ordre  2  m  —  i ,  qui  a  les  points  à 
Tinfini  sur  un  cercle  pour  points  multiples  de  Tordre 
m  —  I,  et  qui  passe  par  les  extrémités  des  segments. 

De  là  on  peut  conclure  qu'étant  donné  un  polygone  de 
a  m  côtés,  il  existe 

4'w  (iw  —  2)  -h  3 

S  oints  d'où  Ton  voit  les  cotés  de  rang  pair  et  les  côtés 
e  rang  impair  sous  des  angles  dont  la  somme  soit  la 
même  (*). 

U  serait  facile  de  généraliser  davantage  notre  énoncé 
primitif  en  substituant  des  coniques  aux  s^pnents.  Soient 

en  effet 

A  =  o 

l'équation  d'une  de  ces  coniques , 

A'  =  o 

Téquation  du  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droits 
circonscrits  à  cette  conique.  Si  l'on  remplace  dans  ces 
équations  les  coordonnées  variables  par  celle  d'un  point 
d'où  l'on  voit  la  conique  sous  un  angle  f ,  on  a 

«  A 

tang  <j,=:a  — , 

[Nouvelles  Annales,  t.  II,  p.  112) 

a  étant  un  coefficient  numérique  connu. 

Par  exemple,  le  lieu  du  point  d'où  l'on  voit  les  coniques 
A  et  B  sous  un  même  angle  est 

ûAB'i—  ^BA''=  o, 

{^)  Pour  m  segments  vus  sons  des  angles  dont  la  somme  est  constante, 
4e  lieu  est  de  Tordre  3 m  et  passe  par  les  extrémités  des  segments. 

(Facrk.) 


(  -^15  ) 
courbe  du  sixième  degré   qui  a  pour  points  doubles  les 
points  à  Tinfîni  sur  un  cercle,  elle  touche  de  plus  chaque 
conique  aux  points  imaginaires  où  elle  est  coupée  par  le 
cercle  qui  lui  correspond,  etc  (*). 

Théorème.  Lorsqu'une  conique  est   inscrite  dans  un 
triangle ,  quatre  fois  le  produit  des  carrés  de  ses  demi- 
axes  principaux  pris  en  signe  contraire   est  égal  au 
diamètre  du  cercle  circonscrit  au  triangle,  multiplié  par 
le  produit  des  distances  de  son  foyer  F  aux  côtés  du 
triangle,  puis  par  le  produit  des  carrés  des  distances  de 
ce  foyer  aux  sommets  du  triangle  et  divisé  par  la  sixième 
puissance  de  la  tangente  menée  de  ce  foyer  au  cetcle 
circonscrit  au  triangle» 

Ce  théorème  donne  tout  de  suite  le  lieu  du  foyer  des 
coniques  de  même  aire  inscrite  dans  un  triangle  :  c'est 
\me  courbe  du  neuvième  degré. 

Théorème.  Étant  donnés  une  conique  et  un  trian- 
gle conjugué'à  cette  conique ,  quatre  fois  le  produit  des 
earrés  de  ses  demi-axes  principaux  est  égal  au  rayon 
du  cercle  circonscrit  au  triangle^  multiplié  par  le  pro- 
duit des  distances  de  son  foyer  F  aux  côtés  de  ce  trian^ 
gle,  puis  par, le  produit  des  carrés  des  tangentes  menées 
de  ce  foyer  aux  cercles  décrits  sur  les  côtés  du  triangle 
comme  diamètre  et  dimsé  par  la  sixième  puissance  de  la 
tangente  menée  du  même  foyer  au  cercle  des  neuf  points 
relatifs  au  triangle. 


(*)  La  même  question  pour  des  surlaces  du  second  degré  mène  à  des 
aires  de  coniques  sphériques,  à  des  intégrales  elliptiques;  belle  question 
sérieusement  académique.  Même  une  solution  partieUe  pourrait  être  cou- 
ronnée comme  naguère  le  théorème  Fermât.  La  connexion  avpc  le  pro- 
blème des  éclipses  est  ëvidenle. 


QUESTIONS. 


592.  Soit  un  cylindre  circonscrit  à  une  surface  de 
réî^olutîon;  de  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  Taxe  ;  on  obtient  une 
surface  gauche  ;  circonscrivons  à  cette  surface  un  second 
cylindre;  coupant  les  deux  cylindres  par  un  plan,  la 
section  du  second  cylindre  est  la  développée  de  la  section 
du  premier  cylindre.  (Maxime  Dcjiœsme  [*].) 

593.  Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une  surface  de 
révolution  engendrée  par  une  sinussoïde ,  la  courbe  de 
contact  est  une  hélice  dont  la  projection  sur  un  méridien 
est  aussi  une  sinussoïde  semblable  à  la  courbe  méridienne; 

le  rapport  de  similitude  est-;  la  section  du  cylindre  par 

un  plan  est  une  cycloïde  ;  opérant  comme  dans  la.  ques-« 
tion  précédente,  la  courbe  de  contact  sur  la. surface 
gauche  est  encore  une  hélice  égale  à  la  première  hélice. 

(Maxime  Diikesme.) 

594.  P  étant  le  point  d'intersection  des  trois  hauteurs 
du  triangle  ABC ,  les  trois  triangles  PAB,  BPC ,  PCÀ^ 
sont  chacun  touchés  par  quatre  cercles  ;  le  cercle  des 
netïf  points  touche  ces   douze  cercles. 

(Sir  W.  Hamiltow.) 

(*)  Cher  des  travaux  graphiques  h  rKcolc  Wormale. 


(  2>7  ) 

FORMULE  BAROMÉTRIQUE  SIMPLIFIÉE  POUR  DE  PETITES 
HAUTEURS; 

D  APRis  M.  BABINET. 


(Comptes  rendus,  séance  du  ii  février  1861,  p.  221.) 


Notations, 

B,  hauteur  du  baromètre  réduite  à  zéro  à  la  station 
inférieure. 

T,  température  de  Pair  réduite  à  zéro  à  la  station 
inférieure. 

b  et  t^  quantités  analogues  à  la  station  supérieure. 

h  =  hauteur  cherchée. 

On  suppose  que  les  puissances  de  la  fraction 7  su- 
périeures à  la  première  puissance  sont  négligeables. 
M  =  module  =  o  ,4342944^* 
Ona 

.=  .8393-.Iog^(.-.-.ï±i) 

(LaplAce.)  . 

B        '"^B-f-i       ,     B        ,.B-^ 
b=  B-b'     '"8Ï="^bT^' 

'       B-f.^ 

<l'après  la  supposition  ci-dessus. 

2  M.  18393  =  15976; 

on  peut,   sans   erreur   sensible,   remplacer   16976    par 


{  '■'•s  ) 
16000  j  d'où 

h  =     16000"" r 


T-hA 
1000/ 


Ceci  a  quelque  analogie  avec  les  logarithmes  de  Léo- 
nelli,  dits  deGauss. 

Note  du  Rédacteur,  Dans  les  Astr.  Nachr. ,  t.  XLIV, 
n°  io56,  p.  369  de  Tannée  i856,  on  trouve  les  Tables  de 
M.  Dippe,  très-commodes  pour  le  calcul  barométrique, 
d'après  la  formule  générale  de  Laplace  (*). 


TRANSFORMATION  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCIPROQUES 

(Toir  p.  68)î 

Pak  m.  MANNHEIM  (**'). 


J'appelle  pôle  principal  un  point  par  rapport  auquel 
une  figure  est  à  elle-même  sa  transformée. 

Propriétés  relativ^es   aux  courbes  planes. 

Lorsque  des  cercles  ont  même  centre  radical,  il  en  est 
de  même  de  leurs  transformées  par  rapport  à  un  point 
quelconque  de  leur  plan  pris  pour  pôle  de  transfor- 
mation. 

Lorsqu'une  courbe  admet  un  pôle  principal ,  il  en  est 
de  même  de  sa  transformée  obtenue  par  rapport  à  un 
pôle  quelconque  pris  dans  son  plan. 

Lorsqu'une  courbe  a  un  axe,  sa  transformée,  par  rap- 


(*)  Martin-Christian  Dippe,  professeur  au  gymnase  de  Scfawerin,  né  à 
Quedlimbourg,  le  11  décembre  iSi'i. 

(**)  Cette  Note  a  été  présentée  à  la  Société  Philomathique  dans  la  séance 
^u  i5  décembre  1860.  (Voi/  journal  llnstitui^  19  décembre  »86o.) 


(  a»9  ) 
port  à  un  pôle  quelconque,  a  pour  pôle  principal  le  centre 
de  la  circonférence  trandlbrmée  de  Taxe. 

Une  courbe  ayant  un  axe  peut  être  considérée  comme 
ayant  un  pôle  principal  k  Tinfini. 

Lorsqu'une  courbe  a  un  pôle  principal,  on  peut  la 
transformer  d'une  infinité  de  manières  en  une  courbe 
ayant  un  axe  ^  le  lieu  des  pôles  de  transformation  est  une 
circonférence  ayant  son  centre  au  pôle  principal. 

Propriétés  relatives  aux  surjaces. 

Lorsque  des  sphères  ont  même  centre  radical ,  il  en  est 
de  même  de  leurs  transformées  par  rapport  à  un  pôle 
quelconque. 

Lorsqu'une  surface  a  un  pôle  principal ,  il  en  est  de 
même  de  sa  transformée  par  rapport  à  un  pôle  quel- 
conque. 

Lorsqu'une  surface  a  un  plan  principal,  sa  transformée 
a  pour  pôle  principal  le  centre  de  la  sphère  transformée 
de  ce  plan. 

Une  surface  qui  a  un  plan  principal  peut  être  consi- 
dérée comme  ayant  un  pôle  principal  à  l'infini. 

Lorsqu'une  surface  a  un  pôle  principal ,  on  peut  la 
transformer  d'une  infinité  de  manières  en  une  surface 
ayant  un  plan  principal.  Tous  les  pôles  de  transforma- 
lion  satisfaisant  à  cette  condition  sont  sur  une  sphère. 

Lorsqu'une  surface  est  de  révolution,  sa  transformée  a 
an  plan  principal  et  admet  une  infinité  de  pôles  princi- 
paux situés  en  ligne  droite. 

Réciproquement,  lorsqu'une  surface  a  une  infinité  de 
pôles  principaux  en  ligne  droite,  on  peut  la  transformer 
d'une  infinité  de  manières  en  surface  de  révolution  ;  les 
pMes  de  transformation  satisfaisant  à  cette  condition  sont 
sur  une  circonférence  située  dans  le  plan  principal  que 
possède  nécessairement  la  surface. 


(    220    ) 


APPLICATION 

de  U  transfonuttioD  par  njODs  teetesn  réeiproqies^i  l'étide 
des  anticiastiqnes  (^); 

Par   m.    MANNHEIM. 


Lorsque  des  rayons  émanés  d'un  point  sont  réfléchis 
par  une  courbe,  ils  enveloppent  après  cette  réflexion  une 
caustique  par  réflexion.  Jacques  BernouUi  a  désigné 
sous  le  nom  A* anticaustique  une  certaine  trajectoire  or- 
thogonale de  ces  rayons  réfléchis.  J'adopte  cette  expres- 
sion d'anticaustique  en  l'étendant  au  cas  de  la  réfraction. 
Les  anticaustiques  ne  sont  autres  que  les  caustiques  se- 
condaires de  M,  Quételet. 

Lorsque  Ton  considère  les  anticaustiques  comme  en- 
veloppe de  cercles  dont  les  centres  décrivent  la  ligne 
dirimante  et  dont  les  rayons  sont  proportionnels  aux 
distances  de  leurs  centres  au  point  lumineux,  elles  se  com- 
posent de  deux  parties  qui  correspondent  à  des  indices  d( 
réfraction  égaux  et  de  signe  contraire. 

Ces  deux  parties  peuvent  être  des  courbes  distinctes  ou 
constituer  une  même  courbe.  Je  m'occupe  particulière- 
ment de  l'une  x)u  de  l'autre  de  'ces  parties  en  indiquant  1( 
signe  de  l'indice  de  réfraction  ;  quant  à  l'enveloppe  com- 
plète des  cercles,  je  la  désigne  sous  le  nom  d'anticaustiqm 
complète, 

l.  Une  courbe  M  et  son  anticaustique  JN,  correspon- 
dant à  un  point  lumineux  F,  et  à  un  indice  1,  ont  pow 


{*)  Celte  Note  a  été  présentée  à  la  Société  Philomathique  dans  la  séano 
du  32  décembre  i86o.  (Voir  journal  VInstituiy  27  décembre  1860.) 
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transformées^  le  pôle  étant  en  F,  une  courbe  W  et  son 
anticaustique  M!,  le  point  lumineux  et  V indice  restant 
les  mêmes. 

La  ligne  dirimante  devient  anticaustique  et  inverse- 
ment; réciprocité  remarquable. 

2.  L^ anticaustique  N  dune  courbe  M,  pour  un  point 
lumineux  F  et  un  indice  1,  a  pour  anticaustique ,  pour 
le  même  point  lumineux  et  F  indice  —  1,  une  courbe  sem- 
hlable  à  M..  Le  point  F  est  le  centre  de  similitude  et  le 

rapport  de  similitude  est  — — -  (  *  ) . 

Si  roju  considère  Tanticaustique  complète  de  M,  elle 
se  compose  de  deux  branches,  chacune  de  ces  branches  a 
ime  anticaustique  complète  ;  ces  deux  anticaustiques 
complètes  ont  une  partie  commune  qui  est  la  courbe  sem- 
blable à  M.  D'après  cela ,  ou  voit  que  Fanticaustiquc 
complète  d'une  anlicaustique  se  compose  toujours  de 
deux  courbes  distinctes. 

Comm^  cas  particulier  du  théorème  (2)  on  peut  dé- 
duire le  théorème  connu  de  M.  Quetelet  :  La  caustique 
secondaire  du  cercle  est  un  ov^ale  de  Descartes.  En 
eflfet,  l'ovale  de  Descartes  a  pour  anticaustique  un  cercle, 
donc  Tanticaustique  du  cercle  est  un  ovale  de  Descartes. 

3.  Lorsque  le  point  lumineux  est  pôle  principal  de  la 
ligne  dirimante,  il  est  aussi  pôle  principal  de  Vanti- 
caustique  complète  de  cette  courbe,  la  puissance  de 
transfàtmation  étant  différente. 

Un  point  quelconque  du  plan  d'un  cercle  est  un  pôle 
principal  ;  d'après  le  théorème  3 ,  il  est  aussi  pôle  prin- 


{*)  M.  Bour.est  arrivé  de  son  côté,  par  une  autre  mélhodc,  au  même 
théorème. 
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ci  pal  de  T  anticaustique  complète  du  cercle  correspondant 
à  ce  point,  c'est-à-dire  d'un  ovale  de  Descartes. 

Il  existe  pour  les  surfaces  des  théorèmes  complètement 
analogues. 


THÉORÈME  SDR  LE  TÉTRAÈDRE 

(TOlrp.  6«); 

Par  m.  FAURE, 

Capitaine  d*artillerle. 


Le  théorème  démontré  par  M.  Le  Besgue  (p.  63)  est 
un  cas  particulier  du  suivant  que  j'emploie  habituelle- 
ment dans  la  géométrie  algorithmique  pour  mesurer  la 
distance  d'un  point  à  un  plan  {*), 

Théorème.  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c,  d  les  aires  des 
faces  d!un  tétraèdre  ABCD ; para^^ |3i , 71,  Ji ,  /e5 distances 
de  ses  sommets  à  un  plan  V\  par  a^^^y^ô  les  distances 
d!un  point  M.  aux  faces  du  tétraèdre^  la  distance  fi  du 
point  M  au  plan  P  est  donnée  par  la  relation 

f*  =  ^(fl  a,  a -f-  ^  p,  p  4-  C7,  7  -l-£/^.  ^) 

dans  laquelle  V  indique  le  volume  du  tétraèdre  ABCD. 

Lorsque  le  point  M  est  le  centre  de  la  sphère  inscrite  au 
tétraèdre,  on  a  le  théorème  démontré  par  M,  Le  Besgue. 

La  vérification  de  notre  formule  est  facile.  Prenant  le 
tétraèdre  ABCD  pour  tétraèdre  de  référence,  l'équation 
du  plan  P  peut  s'écrire  sous  la  forme 

ûa,a  -t-  ^  p,  p-|-C7,7  -{-dSiS  =  o; 


(*)  Le  ihéorème  est  de  M.  Joseph  Harcourt  et  non  de  !V1.  L«  Besgu« 

(t.xix,  p.  439). 
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il  est  déterminé  par  ses  distances  aux  sommets  du  tétraè- 
dre. H  résulte  de  là  que  la  distance  d^un  point  M  (a,  |3,  y,  J) 
g.  à  ce  plan  s'exprimera  par  la  fonction  qui  forme  le  pre- 
I  mier  membre  de  l'équation  précédente,  divisée  par  une 
certaine  quantité  Q  indépendante  de  la  position  du 
point  M.  Si  pour  déterminer  Q  nous  donnons  au  point  M 
une  position  particulière,  s'il  coïncide,  par  exemple,  avec 
le  sommet  A  du  tétraèdre  pour  lequel 

a= — j      p=7  =  tf=io,      fA=a,, 

on  trouvera 

Q  =  3V; 

donc,  etc. 

Si  Ton  cherche  la  valeur  de  Q  en  fonction  des  distances 
*i>Pi>yi»  ^15  on  trouve 

q^=i{3Yy=za'a]  -h  b^p]  ^  c'y]  ^  dS\ 
—  2  \*  flô  a,  p,  ces  (a,  b  ), 

en  indiquant  par  {a,b)  l'angle  des  faces  du  tétraèdre 

opposées  aux  sommets  A  et  B,  le  signe  ^  s'étendant  aux 

six  produits  analogues  à  celui  qui  est  écrit. 

La  relation  ci-dessus  est  celle  qui  existe  toujours  entre 
les  distances  des  sommets  d'un  tétraèdre  à  un  plan. 

Remarque,  Dans  la  géométrie  algorithmique,  on  trouve 
de  grands  avantages  à  se  donner  un  plan  ou  une  droite 
comme  nous  venons  de  le  faire.  Toutes  les  formules  fon- 
damentales deviennent  alors  d'une  très-grande  simplicité. 
Bornons-nous  à  considérer  pour  le  moment  ce  qui  a  lieu 
dans  la  géométrie  plane. 

Nous  prenons  le  triangle  ABC  dont  les  longueurs  des 
côtés  sont  flr,  J,  c,  pour  triangle  de  référence  ;  une  droite 


(  "4) 

dont  les  distances  aux  sommets  ABC  sont  ai^tâi^y,  aura 
pour  équation 

a  a,  a -h  6  p,  p  H- c  7, 7  =  0, 

a,^^y  étant  les  distances  d'un  de  ses  points  aux  côtés  du 
triangle  de  référence.  Appelons  cette  droite  la  droite  1; 
remplaçant  l'indice  i  par  a,  on  aura  le  droite  2,  etc. 

Posons 


3t.         p,        7, 

«1      p2      7^ 


^.\ 


P^     7» 


et 


X-i       Pj       7j 

«3  P3        73 

I  I  I 


=   P, 


=  P., 


«1  pi  7t 

«î  pj  7> 

I       1  I 

«s  P-i  7» 

«1  Pi  7« 

I          I  I 


=  P„ 


=  Pv 


S  étant  l'aire  du  triangle  de  référence,  S' celle  du  triangle 
formé  par  les  droites  i ,  2 ,  3  on  a 


S'=S 


P. 


P.P.P^ 


.    ,        ,       P3 
2  ^ 


Soit  â  la  distance  de  deux  points  pris  sur  la  droite  i 
déterminés  par  les  intersections  des  droites  2  et  3  avec  1, 
on  a 

P 


^=2S 


P.P3 


parce  que  la  distance  du  point  d'intersection  des  droites 
2  et  3  à  la  droite  1  est  donnée  par  la  relation 


A  =  .S-. 


Soient  R'ie  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  i ,  2,  3, 
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r'Ie  rayon  du  cercle  inscrit  : 


R^=:2S^ j      /  = 


P.P^Ps'  p.^.p,-f.P3 

La  géométrie  de  Tespace  offre  des  résultats  semblables, 
sur  lesquels  je  pourrai  revenir  dans  une  autre  occasion. 

Note  de  Rédacteur.  H  faut  se  rappeler  que,  dans  la 
géométrie  algorithmique,  un  point  est  donné  dans  un 
plan  par  ses  trois  distances  aux  côtés  d'un  triangle  yîxe 
dit  de  référence^  et  dans  Vespace  par  quatre  distances 
aux  quatre  faces  d'un  tétraèdre^ore  dît  de  référence. 


ÉQUATION  ET  PROPRIÉTÉ  DE  LA  LOXODROMIE  (FIN) 

(TOlr  p.  SI)  ; 

Par  m.  VANNSON. 


Projection  de  la  loxodromie  sur  le  plan  de  Féquateur, 

Proposons-nous  d* abord  de  résoudre  la  question  pour 
une  courbe  quelconque  dont  l'équation  serait 

y(^/)=o, 

y  étant  la  distance  polaire  d'un  de  ses  points.  Nous  pren- 
drons pour  axe  polaire  le  diamètre  OB  passant  au  zéro 
des  longitudes.  Soit  M  la  projection  d'un  point  P  de  la 
<^urbe,  posons 

MO  c=:  p ,     BOM  ==  w, 
nous  aurons 

x  =  tù    et     sm  jrz=p     ou     r  =:  arc  sin  p  ; 
Ann.  de  Mathémat,y  t.  XX.  (Juin  1861  ).  l5 


rëquation  de  la  projection  sera  donc 

<p  (w,  are  sinp)  =  o. 

Si  on  voulait  rapporter  la  courbe  à  des  coordonnées 
rectangles,  on  aurait 

X=:sinycos«     et     Y  =  sinjsinx; 

en  éliminant  x  et  y  entre  ces  équations  et  celle  de  1« 
courbe,  on  aura  celle  de  la  projection  ^  appliquant  ce: 
formules  à  Féquation  de  la  loxodromie 

Y 

tang  -  =  fl', 
on  tire  d'abord  de  cette  équation  : 


sin  j 

2 

L 

'équation 

delà 

projection 

sera  donc 

a  représentant  C^  est  moindre  que  l'unité.  La  courbe 
demandée  est  donc  une  spirale  logarithmique. 

Problème.  Étant  donnée  F  équation  dune  courbe 
sphérique  quelconque ^  si  on  imagine  un  cône  ayant  pour 
base  cette  courbe,  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère^ 
ce  cône  coupera  le  cylindre  droit  ayant  pour  base  téqua* 
teursuiv^ant  une  autre  courbe^  on  demande  son  équation 
après  qiion  a  développé  le  cylindre. 

Soient  m  un  point  de  la  courbe,  x  sa  longitude,  AD==y  sa 
distance  polaire,  nous  aurons  CD  ou  l'ordonnée  du  point 
m  après  le  développement  du  cylindre 

(A)  '  Y=:cotj^; 
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t  reste  la  même.  Si  donc  entre  Téquation  de  la  courbe  et 
Téquation  (A)  on  élimine  y,  on  aura  Téquation  deman- 
dée. Appliquant  à  la  loxodromîe,  on  trouve 

a-'  ~  a'         .  .  „       c"**  —  r-*"' 

Y  == '     ou      ¥= . 

2  2 

Si  on  applique  à  la  développée,  on  trouve 


Y=r 


=«r-^j' 


C'est  Téquation  d^une  chaînette  dont  les  ordonnées  sont 
multipliées  par  un  même  facteur  (*). 

Rectification  de  la  déi^eloppée  de  la  loxodromie. 

On  démontrera  comme  sur  un  plan,  par  des  considérât 
tiens  d'infiniment  petits,  que  si  on  passe  d*un  point  A 
d'une  courbe  au  point  infiniment  voisin,  la  différence  des 
rayons  de  courbure  en  ces  deux  points  est  égale  à  l'arc 
correspondant  de  la  développée.  Or  nous  avons  trouvé 
pour  le  rayon  de  courbure  de  la  loxodromîe  la  formule 


tang 


SR=Î^, 


sma> 


ce  qui  donne  entre  rfR,  et  djr  l'équation 

dK  dy  ,^        ûfrcos'R 

—  ou      //R=- 


cos'R       cos'jsiny  cos*xsin<p 

éliminant  cos'R,  il  vient 

djsiu^f 


(I)  rfR  = 


cos^j^  (sin'ïp  -I-  tang^j) 


*  (*)  GuDERMANN,  Relations  remarquables  entre  la  ligne  loxodromique  et  la 
caténaire  sphérique  (Crelle,  t.  XI ,  p.  39/1  ;  i83o).  Dans  son  ouvrage  éiir  l'a- 
nalyse sphérique  (i83o),  il  eonMdère  simultanément  la  cycloïde  et  la  ca- 
ténaire spbériques  (p.  /|2).et  aussi  les  coordonnées  trilitèrcs  (p.  i53). 

x5. 
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Mais  en  appelant  ^i  la  distance  polaire  du  point  de  la 
développée  correspondant  à  celui  que  nous  considérons 
sur  la  loxodromie,  on  a  trouvé 

(2)  sinjr  =  tang(ï»tangj^,, 

d'où 


dy  cosjr  =  • 


cos^j, 


Reihplaçant  dans   Fécpation    (i)   djr  par  cette  valeur, 
on  a 

^j^ fl(r'sinytangy 


ccts'y  cosj^  (sin'ç  ces*  j  -h  sin»j^) 


Élioiinaut  jr  au  moyen   de  Téquation   (2),  on   tronve 
enfin 

djrcosy 


€/R  = 


/cos*ç  — sin*j, 


Si  on  appelle  S  Tare  delà  développée  commençatit  quand 
la  loxodromie  coupe  Téquateur,  on  aura 

nous  mettons  moins^  parce  que  K  diminue  quand  S  aug- 
mente. On  aura  donc 


£S 


/cosy\ 

\  ces  f  / 


\/-(^r 


d'où,  remontant  de  ces    dérivées  égales  aux  fonctions 

primitives, 

sinr' 
b  =  arc  cos  — ^  y 

COSf 


(  ^^9  ) 
ou,  prenant  les  cosinus  de  part  et  (l'autre, 

cosS= — ^• 

cos  ^ 

Enfin  si  on  nomme  X  la  latitude  du  point,  on  aura 
.  «      cosX 

CQSS= • 

^  COSç 

Soit  Â  le  point  de  la  développée  à  partir  duquel  je  mesure 
Tare  S,  A6  sera  égal  à  <f.  Soient  C  un  autre  point  de  la 
courbe,  d  sa  latitude  ;  si  de  A  comme  pôle  avec  CI  pour 
distance  polaire  on  décrit  un  cercle  coupant  Téquateur 
en  D,  BD  Représentera  l'arc  de  la  développée  de  A  à  C. 

Si  X=:  -,  on  trouve  S  =  -,  c'est  la  longueur  totale  de  la 

développée  di}  point  A  jusqu'au  point  asymptote.  Le 
même  calcul  donne  pour  la  longueur  totale  de  la  loxo- 

dromie 9  quantité  d'autant  plus  grande  que  <p  est 

plus  grand,  tandis  que  pour  la  développée  sa  longueur 
totale  reste  la  même,  quel  que  soit  f  • 

Ra^on  de  courbure  de  la  deueloppée. 
Nous  emploierons  la  formule  déjà  obtenue 

ou  plus  simplement 

taDgR  =  -; 7-- — ^'       ■  ■- -• 

®  smj^(/?»4-Sî)H-9C0S7 

Or,  on  a  trouvé  dans  le  problème  précédent 

dysiny 
nb  =  —  ■  •» 


(a3o) 
y  désignant  la  latitude,  d'où 


g/^  /?sinjr 


Téquation  de  la  développée  par  un  déplacement  de  Forî- 
gine  donne 

d'où  ..   • 

dy  a*  —  «"*' 

/i  ou  -f-  = cos»/; 

eut  2 

or  .  .     • 

(<?* —  û-')''=:  (i#'-f-a"')'—  4  =  4  (/»*tang»>'—  i) 

^        ^        ''•^  °  ^'  C0S^J8UI> 

d'où 


2VCOS'© — cos*r 

OOS/  SlDf 

Nous  choisissons  moins  parce  que  a'  est  <]  a"',  a  étant 
moindre  que  l'unité.   Remplaçant  a'  —  oT'  par  son  ex- 

pression  dans  -7-9  on  aura 


d^où 


cosj^  ^cos^<p  —  cos'r 

^  =  : • » 

sm  u. 


dp  sin  r  (  ces*  *  —  2  ces' r) 

^     ou     -f  = ^ ,  =r/^> 

"•^  SI  n  y  V  cos'  9 — ct)s  V) 


portant  ces  valeurs  de  S'  et  de  q  dans  tang  R,  onOblii'nl, 
toutes  réductions  failes , 

_        sin-  Y  cos  r 

tanL'  R  = r -' 

^  smr/ 


(  »3.  ) 
Si  on  prend  la  dérivée  du  numérateur,  on  trouve 

sinj^(2  —  3sinV)> 

quantité  positive  tant  qu'on  a 

sinr<  y  y 

et  alors  le  rayon  de  courbure  augmente;    il  atteiht   sou 
maximum  quand 


sin^=y/|: 


au  delà,  il  va  en  décroissant  jusqu'à  o. 

Pour  trouver  l'angle  d'une  courbe  avec  le  méridien  du 
point  de  contact,  on  a  trouvé 

cosr  .      ,  cosr 

tang  ep'  = ou     siD  f  =  =• 

p  V/'^M-cos'/ 

Remplaçant  p  par  sa  valeur,  on  aura  pour  la  courbe  qui 
nous  occupe 

.     ,      sin« 

sm  •'=-:— î- 

La  longueur  de  la  normale  N,  depuis  la  courbe  jusqu'à 
Téquateur,  se  déduit  d'un  triangle  rectangle,  et  on 
trouve 

sin  (p,  sin  ^ 

Si  ou  multiplie  ce  résultat  par  tang  R,  on  trouve 

^       sin*r    ■ 
tangN.angR=^ 


OU 


(  a3a) 
(Ces  formules  sur  la  développée  de  la  loxodromie  se 
trouvent  sans  démonstration  dans  le  numéro  des  Annales 
déjà  cité.  Elles  sont  extraites  d'un  ouvrage  de  M.  d'Ar- 
rest.  ) 

Perspectwe  de  la  loxodromie  sur  le  plan  de  l'équation^ 
Fœil  étant  placé  au  pôle  opposé  (Halley). 

Résolvons  d'abord  la  question  pour  une  courbe  quel- 
conque tracée  sur  la  sphère.  Soit 

y  (  JT,  Y)  =  o 

Féquation  de  cette  courbe ,  T  étant  la  distance  polaire 
d'un  de  ses  points  C ,  dont  c  est  la  perspective  sur  Fé- 
quateur,  on  a 

PC  T 

OC     ou      p=lan£'  —  =  tang-     et     û>=x: 

2  2 

si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  on  éli- 
mine X  et  Y,  on  aura  l'équation  de  la  perspective  en 
coordonnées  polaires.  Si  on  applique  à  notre  courbe  dont 
Féquation  est 

Y 

tang  —  =  a'^ 

on  aura 


La  perspective  demandée  est  donc  une  spirale  logarithmi- 
que dont  le  centre  O  est  le  point  asymptote. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Grunert  a  publié  en  1849 
une  Loxodromische  trigonométrie  y  dont  mon  fils,  pro- 
fesseur d'hydrographie  à  Dunkerque,  a  donné  une  tra* 
duction  française  en  iSSg.  Le  cas  général  est  traité  dans 
le  Mémoire  :  Boymann,  De  lineis  loxodromicis  in  datis 


(  a33  ) 
superficiebus.  ln-4  \  Berlin,  iSSp.  Et  du  même  :  Équatiop 
des  lignes  loxodromiques  sur  les  surfaces  du  second  ordre 
[Archiv,  de  Grunert^  t.  VII,  1846);  Équation  de  la 
ligne  loxodromique  sur  une  surface,  engendrée  par  la 
révolution  d'une  parabole  autour  de  la  tangente  au  som- 
met (Tbid.,  t.  Xin,  1849)*  Boymann  (Johann- Robert), 
professeur  au  gymnase  de  Goblentz,  né  à  Neuss,  près 
Ousseldorf,  le  17  janvier  181 5. 


RÉPONSE  A  UNE  LETTRE  SDR  CETTE  QUESTION: 

On  donne  le  foyer  F  et  un  point  M  d'une  parabole^ 
trouver  le  lieu  géométrique  du  sommet. 


L'auteur  de  la  lettre  (*)  demande  quelques  mots  d'ex- 
plication au  sujet  du  résultat  auquel  conduit  le  calcul  que 
voici  : 

«  En  prenant  pour  origine  le  point  F,  pour  axe  ,  des 
absèisses'  la  drcnte  FM,  et  posant  FM  =  J,  l'équation 
d'une  parabole  dont  F  est  le  foyer,  et  qui  passe  par  le 
point  M,  est 

( I  )  ^«  -4-  ^a  _  (  to  -Mwx  H-  /i  ) ^  =  o , 

en  ayant  égard  aux  conditions 

(2)  /2-i-/7|2=I, 

(3)  rf»  — (/rf-4-/i)»  =  o. 

»  L'axe  de  la  parabole  est  représenté  par 

(4)  mx  —  ijr  =10. 


{*)  Je  regrette,  pour  plus  d'un  motif,  de  ne  pas  être  autorisé  à  faire 
connaître  son  nom. 


(  ^34  ) 
Ça  aura  donc  l'équation  du  lieu  géométrique  du  sommet, 
en  éliminant  l^  m,  n  entre  les  quatre  relations  précé- 
dentes. 

n  Or  les  équations  { a  )  et  (4)  admettent  la  solution  com- 
mune : 


/  =  H- 


v/j:»+^'  s/^'-hr'' 


et  si  Ton  remplace  /,  m  par  ces  expressions  fractionnaires 
dans  Téquation  (i)  écrite  sous  cette  forme  : 


il  en  résulte 

B  =  G. 

Alors,  l'équation  de  la  directrice 

Ix  -4-  mjr  -+-  /2  =  o 

se  réduit  à 

ix-^-  my  =  o, 

et  comme  cette  dernière  équation  est  vérifiée  pat  les  coor- 
données de  Forigine,  on  arrive  à  cette  conclusion  qtke  la 
directrice  passe  par  le  foyer,  » 

Je  réponds  que  les  équations  (i),  (:2),  (3)  ne  représen- 
tent plus  une  parabole  quand  «  =  p.  Car,  dans  ce  cas, 
les  équations  (3)  et  (2)  donnent 

/2  =  I     et     w  =  o , 

et  par  suite  Téquation  (i)  devient 

C'est-à-dire  que  la  parabole  se  réduit  à  la  droite  FM, 

On  peut  encore  observer  que  n  représente  la  distance 
du  foyer  à  la  directrice,  et  par  conséquent  le  demi-para- 
mètre de  la  parabole.  D'où  il  suit  que  n  =  o  est  précisé- 


(  ^35  ) 
ment  la  condition  ppur  que  la  parabole  se  réduise  à  son 
axe. 

En  prenant  pour  valeurs  de  /  et  de  m  les  expressions 

--;  ■  -'■   « p---- — r*  et  substituant  dans 


il  vient 


formule  dont  l'exactitude  âe  vérifie  immédiatement,  puis- 
qu'elle exprime  que  le  demi-paramètre  est  le  double  de 
la  distance  du  foyer  au  sommet 

Pour  obtenir  l'équation  cherchée,  il  ne  reste  plus  qu  à 

remplacer  dans  l'équation   (3)   /et  n  par       "^  et 

U  est  à  remarquer  que  le  lieu  géométrique  des  sommets 
des  paraboles  considérées  esi  celui  des  milieux  des  per- 
pendiculaires abaissées  d'un  point  d'une  circonférence 
sur  les  tangentes  à  la  courbe,  car  ces  paraboles  ont  pour 
directrices  les  tangentes  à  la  circonférence  décrite  du 
point  M  comme  centre  avec  MF  pour  rayon,  et  leurs 
sommets  divisent  eh  parties  égales  les  perpendiculaires 
abaissées  du  foyer  commun  F  sur  les  directrices.      G. 


(  ^36) 


NOTE 

sur  ID6  forme  de  l'éfuatioB  di  seceid  degré  à  deux  fariables  prtf re 

k  h  résolution  de  diverses  questiois 

coBceroait  les  coniqaes  Ungeates  i  plisieurs  droites  douées  ; 

Par  m.  J.  VIEILLE. 


Le  dernier  numéro  des  Annales  renferme  (p.  1 19)  une 
démonstration  du  théorème  de  Newton  sur  les  coniques 
inscrites  à  un  quadrilatère  par  M.  Vannson.  Cette  dé- 
monstration, quoique  simple,  ne  me  parait  pas  procéder 
assez  directement  des  formules  ordinaires  de  la  géométrie 
analytique,  parce  qu'elle  repose  sur  la  considération  d'un 
faisceau  harmonique. 

Ne  serait-il  pas  utile  de  montrer  aux  élèves  que  le  théo- 
rème dont  il  s'agit,  ainsi  que  plusieurs  autres  propriétés 
des  coniques  tangentes  à  des  droites  données,  peuvent  se 
déduire  aisément  de  Téquation 

(i)  (/^J?-HçT—  i)'H-X^  =  o. 

Cette  équation  convient,  comme  on  sait,  à  toute  coni- 
que tangente  à  deux  droites  OA,  OB,  prises  pour  axes 
des  coordonnées.  La  corde  de  contact  AB  a  pour  équa- 
tion 

px-\r  qy —  1=0, 

où  les  constantes  p^  q^  désignent  les  i^yerses  des  distances 
OA,  OB  \  X  est  une  troisième  constante  arbitraire. 

Si  l'on  veut  que  la  conique  soit  de  plus  tangente  à  deux 
nouvelles  droites  dont  les  équations  sont 

a^  H-  (5/  =  I , 


(-37) 
ou  aura  entre  p^  q  etX  les  deux  relations. 

(2)  X  +  4(;,  — a)(9— p)  =  o, 

(3}  X-|-4(^_«')(9-P')  =  o,. 

qui  ne  laissent  plus  subsister  qu'une  seule  constante  ar- 
bitraire. 

Maintenant,  soient  x  el  j  les  coordonnées  du  centre  C 
de  la  conique.  Comme  on  sait  que  la  droite  OC,  qui  joint 
le  centre  au  point  de  concours  de  deux  tangentes,  divise 
la  corde  de  contact  A6  en  deux  parties  égales,  on  aura 

I    I* 
X 2  ^ p 

(4)  qx—px=io. 

Pour  achever  de  définir  le  centre,  il  suffit  d'associer  k 
cette  équation,  celle  qu'on  obtient  en  égalant*  à  zéro' la 
dérivée  relative  à  x  du  premier  membre  de  l'équation  (i), 
soit 

(5)  ^^4-2/?(/fcr4-çr/—  i)  =  o. 

L'équation   du   lieu  des    cfentres  résultera  de   l'élimi- 
nation de  /7,  9  et  X  entre  les  équations  (2)',  (3),  (4) 
*i(5). 
On  retranche  d'abord  (3)  de  (2)  -,  X  disparait  ainsi  que 
i|  le  terme  en  pq^  et  l'on  a 

(6)  /^(p'— P)4-y{a'-a)-Hap-a'p'  =  o. 

Puis,  si  Ton  remplace  dans  (2)  et  (5),  ^  par  sa  valeur 

•^1  et  que  l'on  retranche  l'une  de  l'autre  les  deux  équa- 


(a38) 
lions  résultantes,  X  disparait  encore  avec  le  terme  en  p\  et 
il  vient 

(•^)  /?  (!Xa.r -^  2pj' —  I  )  — 2a(i/ =o. 

n  ne  reste  plus  qu'à  tirer;?  et  q  des  équations  (7)  et 
(4) ,  puis  à  reporter  ces  valeurs  dans  (6),  et  l'on  a  Téqua- 
tion  du  lieu 

9- |i6' (a  —  a')>  +  2aa' (P  — p'j  .r-h  a'p'— ap  =  0. 

Elle  représente  une  droite  passant  par  les  milieux  des 
trois  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit.  C'est  le  théo- 
rème de  Newton. 

Corollaires. 

I.  —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  touchent 
trois  droites  données  et  l'une  d'elles  en  un  point  donné  A, 
se  déduit  du  précédent,  en  regardant  le  triangle  formé 
par  les  trois  tangentes  comme  la  limite  d'un  quadrilatère 
dont  deux  côtés  contigus  au  sommet  A  sont  amenés  à  faire 
entre  eux  un  angle  égal  à  deux  droits.  Alors  on  a  ce 
théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  touchent  trois  , 
droites  données  et  Tune  d'elles  en  un  point  donné  A,  est 
la  droite  qui  passe  par  le  milieu  du  côté  du  triangle 
formé  par  les  trois  tangentes  sur  lequel  est  situé  le  point  A, 
et  par  le  milieu  de  la  ligne  qui  joint  le  point  A  au  sommet 
opposé  du  triangle. 

IL  —  Si  Ton  regarde  la  corde  de  contact  AB  de  deux 
tangentes  à  une  conique  comme  limite  de  la  diagonale 
d'un  quadrilatère  circonscrit,  dont  deux  angles  ayant 
leurs  sommets  aux  extrémités  de  cette  diagonale  sont 
devenus  égaux  à  deux  droits,  en  même  temps  que  les  deuï 
autres  sommets  opposés   sont  venus  se  cohfondrè  en  un    j 


seul,  point  de  concours  des  deux  tangentes  considérées,  on 
retrouve  la  proposition  dont  nous  nous  sommes  servis  plus 
haut,  savoir  que 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  touchent  deux 
droites  données  en  deux  points  donnés  est  la  droite  qui 
joint  le  point  de  concours  des  tangentes  au  milieu  de  la 
corde  de  contact.  —  Etc. 

Proposons^nous  maintenant  de  trouver  le  lieu  des 
centres  des  coniques  qui  touchent  trois  droites  données  et 
passent  par  un  point  donné. 

Une  partie  notable  du  calcul  précédent  subsiste ,  sa- 
voir : 

Equation  de  la  conique  tangente  aux  deux  axes  des 
coordonnées, 

(i)  (/^x-hy/— i)'-f->.j:j  =  o; 

Condition  de  contact  de  la  troisième  droite,  dont  l'é- 
quation est  a X  +  |3y  =  i , 

Equations  du  premier  degré  entre  fi  et  9, 

(4)  1J'  —  P^=9y 

(7)  /?(2ax-f-  2pj—  i)^2ap/=o, 

dans  lesquelles  x  et  y  désignent  les  coordonnées  du 
centre. 

Seiilemetit,  au  lieu  de  Téquation  (6)  qui  était  égale- 
tttent  du  premier  degré  entre  p  et  q^  on  a  Téquation 

(8)  .  (/«'^^^y- i)'H-)ixV  =  o, 

dans  laquelle  a/,  y  désignent  les  cordonnées  du  point 
donné. 
Si  l'on  remplace  dans  cette  équation  A  par  la  valeur 


('^4o,) 

XJn  tirera*comnij*  plûé'liaut  des  eqiiaiionsl4l(et  1^1  tes 

▼âievirs  de  p  et  ^,  quel  on  substituera  dans  (oi  et  1  pn.aAira 
<'.iî0i3')'*ô9iijiF  p-ib-îf^if^r^nRO  Jd-^i  Hftn..r[*lrHi').t^iii3  .  52qTrra 
poiH'  eqUation  du  heu  ,        t     r        *       i 

C'est  l'équation  d'jïne  o^niqiie. 

Le  binôme  caractéristique  B^— 4  AC  se  réduit,  abstrae- 

iU(8'anniik>dtm8|:dÀqbar»V  éàfrôi^f   ■       ''      -^V    <  '^''-^i:» 

^Vî*'^^  ^6À >'^o,'  'ob  air'H-  p^'^r:: -i , ,  ou  a  =  o;*  oii  p  =?o, 

r  .  -  f  r  .  f  r. 

c^st-à-dire  quand  le  point  donne,  commuil  a  toutes  les 
coniques,  coïncide  avec  1  un  des  trois  points  de  contact; 
ou  bien  quand  deux. des  trois  tangentes  sont  p^M'allèles 
entre  elles. 
"  '  fifani.çe's  diverses  Hypothèses,  ïe  lieu  des  centres  ;i]est 

P*  lus  ûiié  courbe,  il  se  réduit  à  une  seule  aroîié  (variété 
du .  genre  parabole). ,  et  c'est  ce  que  Ton  ppuyai  t'^réM>ir, 

soît  eu  vertu  au  corbtlaïre  du  iTiëorèmç  de  Newton,  dé- 

înioa  an»'.iii.  ':  -    .  ■-'  i"  ^    ,"  '  "î-  •■V-;*P-*  ^-^V 

montre  plus  haut,  soit  en  vertu  de  cette propriétévoue  le 

centre  aune  conique  est  équidistant  de  deux  tân£[entas 


conique  est  équidistant  de  deux  tângentas 
pàfâleies.'    ' 


Si  nous  écartons  ces  cas. parti culiers , la  conique  repre- 
entée  par  1  équation  (  lo)  appartiendra  a  1  undes  senres 
iHpse  ou  hyperbole,  selon  que  le  produit 


-■     .  ■  j        '.  ■  .-...Il  -\.  i-i.k 


( .,(,  ) 

«era  négatif  ou  positif  (car  on  peut  toujours  supposer  les 
constantes  a  et  jS  positives).  Il  suit  de  là  que  si  le  point 
donné  est  dans  riutérîeur  du  triangle  formé  par  les  tan- 
genleSj  ou  bien  dans  Tun  des  angles  opposés  parle  sommet 
â  ceux  de  ce  triangle^  la  courbe  lieu  des  centres  sera  une 
ellipse  5  si  le  point  donné  est  dans  les  trois  autres  régions 
du  plan,  le  lieu  des  centres  sera  une  hyperbole. 

D'après  la  forme  de  réquatiou  (lo)}  ou  voit  que  les 
di^oites  qui  ont  pour  éqnalions 


k 


I  1 


50nt  des  tangentes  au  lieu  des  cenires;  car^  en  faisan i 

x==s  —  dans  (lo).  réquation   en  7^  a  évidemment  ses 

racint  s  égales.  Il  en  est  de  mètne  de  Téquation  en  x  qui 

résulte  à^y  •=  -  '^  Ces  tangentes  ne  sont  autres  que  deux 

des  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  du  triangle 
formé  parles  trois  tangentes  données.  Comme  rien  ne 
dislingue  un  côté  d'un  auli-e,  on  a  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  qui  louchent  trois 
droites  données  et  passent  par  un  point  donné,  est  inscrit 
au  triangle  que  1*5 11  obtient  en  joignant  lès  milieux  des 
côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  droites. 

Il  est  à  remarquer  que  ce  triangle  circonscrit  au  lieu 
des  centres  ne  dépend  en  rien  de  la  position  du  point 
donné  par  lequel  passent  toutes  les  coniques.  Seulement 
les  points  de  contact  changeront  avec  la  position  de  ce 
point. 

Ainsi,  toutes  les  coniques  lieux  des  centres  des  coni- 
ques qui  touchent  trois  droites  fixes  et  passent  en  outre 
par  un  point  fiai  varie  d'une  conique  à  une  autre  sont 
constamment  inscrites  à  ce  même  triangle. 

4m.  de  Biitthêmai.,  %,  XX.  (JuiUat  1861.)  ^6 


(  W)  _ 

-Il  est  ai*é  de  construiretlo  centre  du  lîpn  représemé^r^ 
réqualiou  (lo).  A  cei  eifel,  on  divise  membre  à  membre 
les  équiiiions  qii' on  bbtiéft  i  en  é^âfine  k  t^é  ^es^éè^i^m 
relatives kxet  k  y^  ettllotlia  i J/o  sim    M 


écpiaiioû  dune  droite  eanteiiant  le  centre  du  lieu.  On  voit 

qu'elle  passe  par  les  points    vA:*A\o'i   -     il  ^ 


ëil 


c'est-â'dîre  par  le  milieu  de  la  ligne  qui  joint  rorigîne;âtr 

point  donné  (■X'^j/)?  <ît  par  le  milieu ^dii  segment  de  la 
tangente  interceptée  entre  celles  qui  oiit  été  prises  pour 
axes»  Comme  les  axes  peuvent  être  pris  de  trois  manières^ gM 
on  àuriiinmëdiatement  trois  droites  qui  se  coiiperoot  èVi  V 
un  même  point ^  centre  du  lieu,  (Nous  rencontrous  ici  iiii 
tliéorème  de  géométrie  élémeutaîrc  qu*il  est  superflu  d'é-M 
Boncer,)  " 

Ce  centre  ne  pourra  coïncider  avec,  le  point  donné, 
qu'aulantque  celui-ci  sera  le  point  d'intersection  des  iroîa 
médianes  (ou  cenire  de  gravité)  du  triangle  formé  par  les 
trois  tangentes.  Etc* 

Ces  exemples  sufCsent  pour  montrer  le   parti  qu'o 
peut  tirer  de  Téquaiion  (i)^  pour  lu  recliercbe  des  pr<>- 
pri étés  des  coniques  tangentes  à  plusieurs  droites  fi 


I 


•àd  ril  nu  j  ^Lb  V  y  H  ri  .         .  j   ^-:  •  ù  <J  '  •  ^   mi  imr.  ,j  .1 , 
Note  dit  UeaucteHr,    Voir  salmon,   Cemcv  61 


tciiOH^^ 


yédh,,  i855. 


ti  f)i>  nn 


*w<a***U* 


(  =»4:i  J 


WH=ffa 


=rR= 


Dli  SECOND  ORDili; 

(voir  t,  3LX,  p,  177J; 

Par  m.  PAÎNVÏN  (*), 
DocLfliir  es  Soiences. 


§  n,  --  Polaires  réciproque^  '^^^^1  '^^^^  «P 


1 

h; 


92.  Les  tht' 


ïblis   dans  le    rha 


rèmes    établis   dans  le    chapitre   second 
nous  condiiiseuL d'une  manière  très-simple  aux  équations 
des  surfaces  polaires  pour  les  surfaces  du  second  degré. 
Soir 

i  eciuaLioa  d  une  surfarr  Aw  st^coud  degré;  ct'tit^  rq nation 
peut  s  écrire 

^n      ^>a      an     .«M      «ï^i  ,  1 

oe;.,     ««    ««    *H    -^ï  /.i^»:inoa 


ï\'.:j  il 


b 


A  désignant,  comme  toujours,  ie  diserio:^inant  ou  le  lies* 
sien  de  la  lonction  ç. 

93,  On  appelle  surface  polaire  dune  surface  le  heu 

des  pôles  des  plans  tangents  k  cette  surface-^  les  pôles 


(')  PainWf»  (L,)>  nék  MaJcsherbes  (  Loiret)  1«r  i8  moi  i8a6. 


]6, 


(  H4  y 

ffkm  qm^fm^^^^*  d^n,i^m¥M^  D^piKfi7;^ipîSy  ^  ,    ^.^  ^^^j 
^'^  iS. ,,»  f^%  ,|aj  inioq  ub  SnsA^sto^^^ii^i 

réqualîon  de  la  surface  directrice.      ^^ob&^V^  looq  iedi 

Le  plan  polaire  d*un  point    i  ^î*    ,-i    ^  J  aura   pour 

équation 

dF  dF  d¥  ^F„ 

*;,  J%  |î,  éiam  les  coordonnées  fVfflHè3f"''«'-»**~^ 

A,       X|      X^ 

Or  ce  pi  ail  f  d'après  la  définition  do  lieu  che^^hë,  doit 
èlre  tangent  à  la  surface  y  ^=:  o,  ce  qui  cènduît  à^  la  rela-j 


tlon 


.4.  ,:U  -e  t^ 


(5) 


^  = 


7'^V. 

'^^\:^. 


au     «Il 

*'   -T'   #>•   t>'^ 


Û,a 


i^fblî 


iï^j    ihi    -r 


d^\ 


F    i^    ./F  ^  rfF         i      ^  V 
5,     ïft,     dz^    dZi  T      / 


t^ 


nthkb  no'l  ool 


84.  Le  plan 
^i^od:>^u.n 


if;*i 


est  Wg*m'  à  liÉ  âUrfatë  tpteîè  6 ,  par  suite  âé\à  réû\\bîf  {5 fi 
Si  {j::,,x,,Xti,  jr[)'àdiil  lés  cô-onîôtiiiëès  dit  irôhtl  de  éofi- 
lacl  de  dé  platii  fè  poftii:  (Jt?i,  â?i',  JTa,  x*)  esiAUpùint 
correspondant  du  point  (zj,  Zt,  ^a,  z*)- 


IfO^* 


iLÏ 


^     D'un  autre  côté,  le  plkaïan^ent  à  la  surface  (p  =  clSi: 
aussi  pour  équation  .i^j^^^it  ^^^-h^,  gj  ^i,  aoUBUimi 

iuo<|  nuis  (^^    .-     dtg  )    Ufiéf  mi'bâ^i;loq  neli]  sj 

iiorfRUpfi 


az. 


itrj  djCy  d.T^ 


L'identificatîoiï^lde  ces  deuT^  deinièr^s  équations  conduit 
taux  relations  suivantes  entre  tes  coordonnées  de  deux 
points  correspç^aatg^^,,,,^^,,,,^,,^^!^^^^^    .X    .X  ^^ 

iVV        »-A        tA 

•tlii  Je^tMiiisiféo,  fup  9^1  <o  =;  ©  ^r>Jînoe  «1  «  ins^nm  hii^ 


i^) 


fup 

-T—  ==  -  -7-7  —  «1,  ^,  H-  <f „  Xt  -^  ûfu  -^i  H-  «ïî»  ^4  i 


Ilf>ÎT 


rfF_  î  d^  _ 


dz^         2  <^a 


+  Ûal  X-^  +  £î|3  JTj  -h  flj«  :r«  J 


iî         H^        rit"  -r»    I 

rfF       lirff 

--  :^  ^  — -  =  Ui ,  j:,  -#-  ^„  jCj  4-  £1^1  ar,  -H  «<<  -r*  ; 

0^4         a  a^ 


d'où  i  on  déduî|t  ^v^ 


m 


f     dF        i¥F  is     ^P  f^P\ 


^OfÇre^nîSréSHëmîbiis  permê&enV  d'MlblirMmVlSrfttJ 
récîprocilé  trës-réraarquaMt'  entré  les  fbnctiolii  ip  lk  ip?^* 

De  la  dernière  colonne  du  dëlerminant  ^  retranclions 

les   quatre  prciîiiè ces  mu Itipliées    rjespectîvçment    par 

'  "^n  X|,  oTi,  Xt,  Ôt  ayons *<*gard  aux  relations  (6)  et  (7),  il 


vient 


^ 

r 

(^^'ï  ) 

^ 

^h 

^:i-''-fift^'''a'ii' 

Û'" 

■H 

^î^  

^22        ^21       rfU 

^^7     On      tin 

n 

0 

y  — 

ffjn 

aa    "^ikl  */» 

ù 

^    .,./       «t' 

</F 

f^F    r/F    ^F 

-  T 

t     .  -    '  1     '  '-'n 

rfs, 

dz^    dzj,    dz^ 

J 

on  en  l'oncliit  1  ideîiUie 


'  ~  ^  ^n 


(8) 

95.  Lorsqu'on  prend  pour  surface  directrice  la  surface 
représefi tëè  |iar  Tëqua  tîo n 

(9)  F^x:+xtH-*;:^^;=ro, 

lâ  polaire  de 


1 


lt> 


g  .  ûtu      a,t      «I,  «„      j:, 

t|l  911   Ulp    ey*  lUM^bluOJ    -ïh  iliJiJi 

«o     A|,     a^  a^,     .^4, 

X,         JT,        JCa  x^         o 


H 


11  p 


a  pour  équation 


(m)  4.^ 


ait     «13  tf,,,  flj*  z, 

<ïâl        ^*  "33  «34  «3 

a*i      Ûfn  <ï*3  «<i  ^^ 

*,  1  ^1  «3  Si  O 


H^TTrrmflH    TO     il 


On  voit,  d'après  la  forme  môme  de^  équations  (i6)  et 
(il),  que  le  lieu  des  pôles  des  plans  tan^enlâ  à  la  surface 
-  est  la  première  surlace 


i 


f- 


Les  deux  surfaces  cp  =  o,  '|  =  o,  sont  appelées  polair* 


reciprorues. 


(  ^47  ) 


§]IL  —  Équation  au^a:}çes.  Sections  circulaires, 
]**.   Equation  aux  aj^cs. 

9(3,  Nous  avons   vu  (82)  (jue  si  Ton   rapporte  à  son 
centre  la  surface 


V^    Hh 


¥ 


(') 


îiriJ»»  1  iii*  nu*  lu  il** 


son  équation  prend  la  forme  suivante  ; 


■Hl 


2Û3.V  Xi  Jr,  -h  -7—  Jr;  =  O. 


^ 


Or  toute  traiisforpiatioti  de  coordonnées  qui  ne  dé- 
placera pas  l'origine,  ulaffeclera  pas  le  ternie  en  x]  dans 
Téqualion  (a);  noua  pourrons,  par  suite ^  me  considérer 
^jue  la  fonction  suivante  :  l 

(3)  r,i,:-i, 

homogène  par  rappui  t  aux  variables  fi,  j*  ,  .r^. 
97.   Efiet'tuoi|is  mainleuant  la  traijsformaliou 


,  .    ; .-'^  ^  ^.1  J.  -h /tUn^^rki^ffrJ  , 

,  et  supposons  que  Iuï.  nouveaux  axes  Jfh/sTvT»!  ^*^^**^*^^ 
rectangulaires;  ce  qu'on  ex  primer  d   en  éerivaHt  riden- 


tite 


(5) 


imv^fl 


-J-  f  î  -H  ^I  -H  2c,3  j-,  x,H-  ?<îi»  j: 


-h  2CsaJF- 


'j^*  =  r 


-f-J^Î+rî 


e  a  t] 


i 


dont  le  second  mçipbre  reilrésentela  dklii 
à  Tongine  daDS  le  nouveau  système  d'axes,  et  le  premier 
membre  la  dislaiice  du  même  poîut  à  fà  même  origiiic' 
dans  le  système  primilif. 

Les  c„  sontdéGnisipàr  les  relations  suivantes 

ja  subâtituiion^  (4)  donnera  à  la  fonciion  Ui  H.J^j^gjt 
(?)  V,^A,xîVÀ,  y;  +  A,Vf;  ^ 

si  1  on  pose         ,  ,^  ^^^  -j.  ^  .À  ^t  ^  4- , .  A  ,*  =  o 

^*  I    o  =^  k,,h,,-\-  A.,,  Aj,  +  4-jr  fh,j     r^s^  . 

(9)  ^"  ^  ^1'-  *t*  -^*  *'"'  ^^  +  ^«''  *w*  leiî^nàg  ûqij 

La  même  substitution  opérée  dans  l'identité  (5)  coil-2' 
duira  aux  relations  : 

(01)  ^onowfpà  «5>b  GiMibfvb  no  *!*fdU!dii!3ô  turiUa  tîU  ti 

après  avoir  posé  «„ 

N?  M    u   [      ;  iii9  (£i)enoiJfiijpè  «alaiiiis  —  Joen 

Nous  désignerons   par  è^  V,  P,  les  délerniinants  quj 


'1^  "ij>       f^x 


l^f 


Ib 


i'm) 


$mfmi 


k 


juilq 


'^"   -*^ii,  i*^«' 


',  ♦  (  I 


i^) 


tlITO 


liJïiuiiq  oînSjêiJô  »1  enso 
graflèb  J0O2  ,,:ï  «9»^ 


'ri  <  "sr* 


V    On  sait  que  le  djérèrrnlnantV  ii-eprésénte  le  carré  d|é  i 

volume  du   parallëlipipède  construit  siir  les  irois  axes 
X,,  X, ,  Xjj,  avec  deé  loogietirs -égales  à  Funité. 

98.  Si  paruiî  Jes  équaiions  (  8  )  on  coûsidère  les  trois 
suiVahiefe'-f  ^  iiortr>nol  &i  h  Éisfuiob  [^)  nouai jifeduè  sa 

A,  =  ^u  Ai,  h-  ^v  /i,,  -I-  Aj.  Ai, , 
o  =  Â,j  A,,  H-  À„  A„  +  ^3,  Aji, 
o  =  *„  A.,  -h  X„  A„  -h  *3.  A„  ,  ^«^^q  oo*l  r« 

qu'on  les  multiplie  res^ et tîVemfedl  pkr^  ^^^i -^^ 

ti  qu  on  ajoute,  ou  arnvera  a  des 
type  général 

(>î) 


r  .  (  *  j   I  0  — ■  *  *     ' 
L^s  relations  ayant  pour 


yant  pour 


,1*'      ^rtS         H-       ,,V        ,.     t.         ^^         yy)>\ 


(e) 


"^  «aobsbi  itois  eiijïb 


Par  un  calcul  semblable,  on  déduira  des  équaiions  (lo) 
(«4) 


^le,  on  déduira  des  équations  (lo) 


*fP 


'^oq  iiovft  ^01' 


Miminant  -— -  entre  les  équations  (i3)  et  (i4)j  puis  rem- 
plaçant  les  h,^,  //,^  par  leurs  vafeôrs  (g)  et  (i  i),  il  vient 


Wi^-AVé,?;*:;^!^».;-  *;  ^A  ^u-^'i}>^-K''éw.=o 


h  -.11  .îî 


T.ïJ  posant  :,|,rth    |.^^,n 

ci  eu  donnaui  à  r  les  valeurs' i,  a,  3,  on  obUent  alors 

LV^limîJiadon  de  A"i,,  A-^,,  k^,  entre  ces   trois  dernier 
relaiionsj  coiidoil  it  réquatïoii  déiiiiitive 


{i5) 


=^0, 


dont  les  Lroî»>î\iertifô  seront  " 

^  == — 'A,,     'A^=-^Ai,     X^  — A 

Or,  par  suite  de  la  transformation  que  nous  avons  ef* 
fecluëe,  Féquatiou  (  2  )  de  la  surface  est  devenue 

AiJÎ-hA.jJ+AijjH-— /l^û, 
et  les  (ânes  de  ses  demi-axes  out  pour  valeurs 


—  A 


^A  ,  —  A 


A         -  A     '^^  A    i^ 

P.ir  conséquent,  si  Ton  désigne  par  R'  le  qar^fî,<](  ^Hfl^^'"^ 
conque  des  demi-axes  de  la  surfaee,  ou  aura 


.If^l 


il^  = 


A        1 


(  ^-«»  ) 

Léqualiou  (i5)  donnera  liont:   les  axes  de  h  5tflf^A\ 

pourvu  tju*OM  ait  é|^^ard  li  la  rt^aLîon  {tO). 
On  ront'lul  inimédl:Uemt!nL  des  équations  (i5}  til  (i6) 

(—V 

A,  i,  fi  représiiiUant  les  demi-axes  de  la  surface. 


SsPi ' SéctioHi  crrettluirrt. 


»,.: 


99.  Prenons  réffUiitlon  géaérale 


Considérons  en  oulre  l'équatiaii  d'une  sphères  t*»l  Inoli 


I  4-  a c,4  x^  j!:,  -h  2r,jj  Xj^r^ -|-  2^«  ^i  jp-  -|-  3*?*^  *rj  j-^  :^  o, 


rt; 


if].t 


.(\ 


ou  j  on  a 


pose 


(3)L=..= 


|)Oii 


r     r     OM      .V 


=  U2,3, 


«2 ,  Cr,  -h  mi  Crj  -H  W;i  Cr:,  ,        pO«  ^       /*  ^  l  ,  2,  3  , 


lr„^=  m,-h  A^j 


;i^^: 


-h  2CijW|  m.  4-  2f , ,  fw,  w , 


•m.^  ^^m\  sontii^ij^tooi données  du  ccnire  dtî  la 


hère,  et  r  esL  le  rayoJi. 

86ït  enfin  r<k{iiâiioti  d'un  plar 


rUlOll 


pjèac» 


(«) 


.di  .-.r 


/ît  JT,  +/i,.r,-^^,;irjM-/74;r,:^©i 


Si  rixiterseclion  de  ce  plan  avec  ehaeune  dcït  deux  sur- 
^res  (i)  et  ('i}  dnimc  fliuix  eourbes  identif|ijes,  il  vs\  é\\- 


dent  nue  ce  plan  èowpera  ia  tsurfaiie' éii  s^ônrf  ^e^rè  se 
vant  une  cireonféreiice. 


/•■   I 


Nous  exprimerons,  crue  tes  deux  sections  comcidenl* 
en  écrivant  que  leui[s  projections  [sur  nu  même  plan 
coordonné    sont  les  mëmeêJ^  ChMsissons  le   plan    des 


■1 


Or  les  relations  (4),  (5),  (6)  du  chap.  ilvt^.Hîf^jfcyfî*»^ 
el  ,^  1^9,119  pf-nw^W^ut  1  d'écrire 'pamëcKateraeotf^^^^ 
dîtions  nécessaires  pourvue  celle comcîdence  ail  lieu;  ces 
conditions  serooi  en  même  lenips  suffisantes  si  le  plan  (4) 
n'est  pas  parallèle  la  Taxé 'des  Xi,  i( 

100.   Après  avoir  posé  /  ^"    ""  ^ '* 

nous  trouve^j^s^  e^  g|»éjri^u|  ride!^ti6ca:£ion  ifidiqiiée :,iw 
rAn^rn^An>./^,-«tA„jP*  — OjX       J^ 


Ap/^;-?A..;7,./7,  +  A„PÎ  =  o 


Hi.rl   noilsb'l  i^MsJl 


/gijik>thfi'î  3^1  ^nj«  r  ï<t«l»   • 

j    An/?,/7,  +  Aa</?;  —  An/>)/'4  — A(|/?, /??^='Ô, 

upAVt 

Ces  éqti^tioi^^   i^iferiUïéni  comnn^  indéterminées 


Pi    ih^.fh^ 


a  L. 


quantités —>  '— >  -^  i;4es^^oi^onnéesi -^ç| ,  —  "»! 

—  I»,,  du  centre  d<^  la  sphère ftsçn  i;ay9Pp'>,o,i8ijf^Ml 

Les  trois  premières  déierminenl  —  ?  —  »  et  X^  les  trois 

dernières  seront  toujours  satisfaites  en  disposant  Goni 
uablement  des  imxiuuucs  resftantes. 


■  :m  jjh;  J/lftV 


^Mq  ùmàm   au    w^ 


A,,     A,3^    A,j  I 

A       A       A  - 

D  ne  renferme  que  des  quantités  connues  et  ïe  pàrsiS*? 
^s4èu3rpttiOiiéieaéquatioiïsdu  gixiïi|ï^  (SW^âfl  Mé¥ 


mjin j^iiarj  'iiJtj;^ 


(8) 


k 


oi^a  enoilibaoD 
f£q  â£q  léd'fl 


A   nni 


siibslîtuanl  les  valeurs  de ^,^,  dans  k  troisième  équa-^^ 
ûoij,  ontrcWt^poûr  r^qudtl Oïl  qu^  doit  vérîfieFXV'*'  **'^'^ 


(9i 


lK  =  i^\^^.-^^ 


dû  \ 
4AèJ' 


■N  ..A 


CtLie  relation  nous  iiibntre  S'abord  que  les  radicau» 
V"TÂ7*  y  "TèT  ^'<^^»^^nt  iivû  pris  avec  d^s  signes 
tds,  que  kur  prodiiii  »ii  Je^nèrt«  s%iie  que  -^-^ 


(  ^U) 

le  cas  des  siirfaiH^s  à  cenire. 


102.   Suppnsjiit  /  tir^lerniîui^',  t'I  faisaîiL  usage  des  va 
Irui's  (8) ,  uous  trouverons  que  les  plans  des  seetions  cir- 
ruiaires  sont  para  Hères  aux  plans 


€oarbesd'mterseetion  sur  les  plans  desxi  jr;j,  et  des  Xi  Xj, 
ou  eut  iTouvc         iljt/ir/jj/i 


i 


f  le  produit  des  deu\  radicaux  diov au t  être  de  raêtne  siguu 

\^i}i^[é:n  ^n'  lias  ii3l 

(,■"     "''-i'  ';'f-^'l   ^f\  "'Tîî'"-'rv;    ■■     .  -,  ^  '•      'i^'V 

le  produit  des  deux  radicaux  devant  èlre  de  joiême  si 

103.  Lorsque  les  surfaces  ont  un  centre,  ou  peut  pren" 
dre  la  spbcre  çoiieenirique  h  la  surface.  Si  cette  dernière 
est  rapportée  à  son  c^ntfe^ou  aura  rw^  =  /»»  =  »is«=  o  ;  ei 
d'après  les  formules  (3),  Ips  r^i  seront  nuls,  et  c^^^  sera 
égal  h  — r*. 

Si  Ton  fait  alors  passer  le  plan  par  Forigine,^  les  deux 
dernières  relations  (6)  seront  satisfaites,  et  la  quatrième 


((»«) 


nonrf donnera 


^    I. 


jji 


dà      A 

Aiusi  le  rayon  de  la  spihère  est  égara  run  des  demj;- 
axes  de  la  snrfare. 


t\  b 


r  ■)  '<:>;  'V 


THiORlE  CENERAIE  DES  SY^TÈfllS  M  U\m%  mmW'm 

Pau  m.  E.-E,   KUMMER,        *iviiom  ifei  m» 


\|-tr..f^)^l^-^^*t^^^  -\^*  fA  V.TMAfri) 


Trahuit  pak  m.   E,   DEWULF, 


5 IV.—  Foyers  des  rayons^  leurs  points  milieux  et  leurs 


En  i 


/ 


plans  focmîLT, 


(ta/et{i4)(§l) 


mellaDl  dans  les  express! 
rfx,  djy  dz^  d^\^  dn^  rf^5  leurs  valeurs  en  fonction  des 
quotients  différenliels  pailiels  ou  des  différeniî elles  des 
variables  îndépendanies  et  pour  y.,  A,  f^,  leurs  Valeurs 
(5  in) ,  on  Ipoiive  pour  dp  et  lif  ; 


rf  ^  ^^  U'  -^  p)  ^^  -^  ^^1 — ^  +  [^\  [^  +  llf], , 
f^  ..,i«»,.„.(.t'H-gt;(c,-f*r70i-(eH-J'0(^+g/) 


{  u56  ) 
Aux  valeurs  de  t  Urées  de  réquatioa 

(4)  {('+Qt)(i:  +  h)~(e  +  it]{é+gt)  =  o 

correspondent  deux  rayons  infiniment  voisins  du  rayon 
de  départ  dooi  les  plus  courtes  dis  Lancer  à  ce  rayon  sont 
des  infini  ment  petits  d'ordre  supérieur. 

Nous  trouvons,  en  développant  Féquation  (4)} 

(5)  (g^-fS)^H-[gt-(f+fV).f-eg]^+rr-e.:f^p. 

Désignons  par  r,  et  Tt  le$  racines  de  cette  équation, 
nous  aurons 


(6)   r,-^-T, 


»     T,  T,  : 


L'équation  quadratique  (5)  n'a  pas  toujours  ses  racines 
réelles.  Ces  racines  sont  réelles  ou  imaginaires,  selon  la 
relation  caraciéi  îslîque  dn  système  de  rayons  dans  IVs- 
pace*  11  y  a  donc  à  considérer  deux  catégories  de  système» 
de  rayons.  Celle  où  tout  rayon  est  coupé  par  deux  rayons 
infiniment  voisins,  et  celle  où  cette  luierseciion  n'a  lieu 
pour  aucun  rayon  inlinîment  voisin.  H  existe  une  troisTeme 
calégone  de  systèmes,  c'est  celle  où  certains  rayons  sont 
coupés  par  deux  rayons  infiniment  voisins  et  où  d'au* 
très  rayons  ne  sont  coupés  par  aucun  layon  infiniment 
voisin* 

Les  deux  points  où  lui  rayon  est  conpé  par  deux  rayons 
infiniment  voisins  seront  nommésyo^f^r.^  de  ce  rayon.  Ces 
points  seront  réels  quand  r,  et  Ti  le  seront.  On  obtient 
les  abscisses  des  foyers  en  menant  dans  l'expression 
générale  de  Tabscisse  du  point  d'un  rayon  le  plus 
voisin  d'un  rayon  infiniment  voisin^  les  valeurs  de  r,  et 
de  Ta,  Désignons  les  abscisses  des  foyers  par  p,  et  p*^  nous 


:  <i!?57  ) 
aurons  ,i:>n>  ((j<V'  -'U  ;-<"*i'!  •.  '..(.i  , ih-.Ikv  yuA 

i-[e  +  (f-t-f)t. +gT;i 
Ji i "IIP ;< t tf f ff"  A^^S  1  *»lh B'^^Vf  1  »hr?i:»'j;'r)^-  îo  i 
oDnrJeJb  e^iht^i^f^BttlrS'tï^iv^l;.  t., .:.,'îmK  -b 
Ces  valeurs  {jë»^tiQ-6èiAbnM^9<]a*fb^me'^ttiyâ^fate, 
au mdgj>^lte*éfttaîtî«tt<(|^?:   *^  '  i*-^    . n jyuo. ?  ôiro/ 

(8)  '^   '^-^^^'  ^^^     ■ 

■   Si  eç^tre  ces  équations  on  élimine  Ti  et  Tj,  on  trouve 
H»e  He^|[aatiOA  <[uaar&t}f[ueëefit4e&-racittes.so»t  pi  etrjpt  : 

(9) ''(^^  ~  ^^') '•'-+- [g^  -  (f-*- f' )  ?-»-eg]r^ 

Vf     ^    l  g'^— (f-|-fj^  +  «ff  •  €g— fC 

89méJf^7>?.  '»A-'^  ?'u-i^-.;,ï.'j •■'>■•  ';•;.-■'.".  ♦  ■  -y:'    ■"■  >  ''■  •■.•■■■'.■  •:  :.■  ??    '■••■, r-,;î 
woYB^Îî  iîftP'î©^!??*^?^»  i;^«aii(m^-i}uadrMiquit  Jioût  Ieaf^l•a- 
D^ïfcVft8l^WI>^Jf*^A«  jà  4:éq«alâon  doiUrle^  ça5ÛiU^r«OM(t  les 
Miâfefcri§*efL<4f ^  *^bïtfi!  lijnijLes  die^  pJu*;  courte*  ^î^.^W'es, 

Jiriinîrit'fTr  c-j/'I.'  '■;  ■    s.^     :  ;      ■<.■    /fi^Yy         î-  •    lî.   ;;:: 

^'^^lâ^jfWîMSérêdfe'lïés  équations  donne  le  tWorfeine  stAvant  : 

»    .  rLe  BLOint  milieu  de  la  distance  des  deux  foyers  a  un 

ioscJdo  oO  ^-^ci'f/  ■•■  -  ■  .''•.'.'.:  ■„.  .-■,•.  •.■.;■••'-  '-.'l'-vj  ,. 
.  rayon  coïncide  avec  le  point  milieu  des  deux  points  li- 
«oi8êî/t q  rii/    ^  y  sT-    ^  •.•;  f •  '  •  •■  /  ■  ■  '^  ■■  -  .■    ■      ■•    ^  -.-•■.•' •■  ■•.••.!:     '.  >  ' 

.jijnités  de  ce  rarofi,  ,  , 

'•>  ,T  4J<Wftfj*p;ïWierçin5^.ce  poi  çîe^lfje  du 

Ànn.  de  Muthém,,  t.  XX.  (Juillet  i86f.)  17 


(.58) 
Soit  â  la  distance  du  centre  d'un  rayon  à  ses  foyers  ^ 
on  a 

(.3)  d  =  t. 


1 

Les  quatre  longueurs  rj,  /'j,  pi,  pj,  peuvent  s'exprimer  en 
fonction  de  m^  S  ei  d  [ii)  et  (i8)  (§  II)  : 

I  p,  =  m  -+-  ^,      p,  =  w  --  ^; 
et  Téquation  (12)  donne 

(•5)  '^-^'=^-^- 

De  là  résulte  ce  théorème  : 

La  distande  de  deux  foyers  d^un  rayon  ri  est  jamais 
plus  grande  que  celle  de  ses  points  limites. 

Ainsi  les  foyers  sont  toujours  compris  entre  les  points 
limites  ou  coïncident  avec  eux. 

Nous  nommerons  plans  focaux  d'un  rayon  les  plans 
qui  passent  par  ce  rayon  et  renferment  aussi  l'un  ou 
Fautre  des  rayons  infiniment  voisins  qui  coupent  le  rayon 
donné. 

Ces  plans  sont  réels  quand  les  foyers  le  sont.  Leur 
position  relative  par  rapport  aux  plans  principaux  est 
définie  de  la  manière  la  plus  simple  par  Téquation 

r  z=z  r^  cos'w  •+-  Tj  sin'w, 
d'où  l'on  tire 

(  i6)  cos'w=  y       sin'w  = 


Tj  —  r,  Tj — r, 


Si  Ton  fait  r  =  pi ,  w  est  l'angle  que  fait  le  premier 
plan  focal  avec  le  premier  plan  principal;  si  l'on  fait 
r  =  pi,  0)  est  l'angle  du  second  plan  focal  avec  le  pre - 


(  ^59  ) 
mier   plan    principal.     Nommons    o),    et    g)j   ces    deux 
angles  ,  w,  —  Wi  =  y  sera  l'angle  des  deux  plans  focaux. 
Ona 

V  cos'w,  = 1-9     sm'w,  =  '- 9 

}  Tj  —  r.  r,  —  r, 

(>7)         { 

I  cos*wj  = S->     sin'«2=!- 

r  Tj  —  r,  Tj  —  r, 

Si  Ton  remplace  dans  ces  formules  les  abscisses  des 
foyers  et  des  points  limites  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  m,  d  et  â^  on  obtient 


=  sm  w,  =  %  /  - 


cos  w,  =  sm  wj  =  \  /  — 

V      2a 

(i8) 

COS  wj  =  sm  w,  =  \  / — 

id 


Donc  &)i  =  ~  t: —  o),.  Et,  puisque  les  plans  principaux 

sont  rectangulaires,  l'angle  du  second  plan  focal  avec 

le  second  plan  principal  est  -  tt  —  Wj  =  «i .  De  là  ce 

théorème  : 

Les  deux  plans  focaux  d'un  rayon  sont  situés  s jrmé- 
triquement  par  rapporta  ses  plans  principaux  ^  de  sorte 
que  le  plan  bissecteur  de  F  angle  des  plans  focaux  est  le 
même  que  celui  de  l'angle  des  plans  principaux. 

Pour  Tangle  y  =  w,  —  &>!  des  plans  focaux,  on  a 

('9) 


I  1 

'  1  2 


II  II 

4        2'  4        2  ' 


(  26o  ) 
Donc 

sin  7  =  ces  2»,  =  cos'b»,  —  sin*  6>, , 

cos7=  sin  2  wi  =  2  sin  «,  cos  u, , 
d'où,  d'après  les  équations  (  i8) , 


slfi"  —  $\ 


sin7  =  --i     cos  7 - 


SÉRIES  SGBLOMILGH 

(  TOir  p.  108  ). 

Corrections, 
1°  Remplacer  la  série  par  celle-ci 

/(  ^)  =  7^  H- ;^,  ^- 3^, -+- . . . . 
2^  L'équation  fautive  au  bas  de  la  page  par  cette  identité  : 

X  IX  X 


(2/?)'+'     [^p)"^'         {^pY 

3**  P.  110,  lisez  9(0)=  1. 


SDR  LA  SOmiATiON  DE  CERTAINS  COEFFICIENTS  BINeilAUX 

(voir  t.  XIX,  p.  3S  )  ; 

Par  m.  catalan  (*). 


I.  Problème.   Dans  le  développement  de  (1+5)'", 
on  prend  les  termes  de  p  en  p.  Quelle  est  la  somme  de 

C*)  Né  à  Bruges  (Belgique)  le  3o  mai  1814. 


(  .61  ) 
leurs  coefficiens ?  (L'exposant  m  est  supposé  entier  po«* 

silif)  (*). 

Représentons  par  So,  Si , . . . ,  S^^i  les  sommes  dont  les 

m            m{m — i)...(/w — P-f-a) 
premiers  termes  sont  i,  —  »  •  •  •  >  — ^ r^^ ^ -» 

^  I  1.2  .,  .  (p 1) 

Soit  6  une  racine  primiti\^e  de  Téquâtion 

(i)  ©/»  — i=o. 

En  remplaçant  z,  successivement,  par  0,6',  . . .,  0'', 
nous  aurons,  en  vertu  de  cette  équation, 

(i-hô)-    =So-+-s,e    4- . . .  4- S;,-, e*^', 

(H.Ô''->)«  =  Sa-f-S,Ô'^'4-  ...  -HSp>,0<''-')(/'--«), 

II.  Pour  tirer,  des  équations  (2),  la  valeur  de  S/(,  il 
suffit  de  les  ajouter  membre  à  membre,  après  avoir  mul-r 
tiplicpar  6~*  les  deux  membres  de  la  première,  par  6~'* 
les  deux  membres  de  la  deuxième,  etc.  En  effet,  le  coefii^ 
cicntdeSic,  dans  l'équation  résultante,  est 

ô*'-*  ^  on*'-*)  4-  ...  4.  ô/'C*'-*)  =  o, 

attendu  que  k  et  h  étant  inégaux,  et  inférieurs  à  p,  6*'*"* 
est  une  racine  primitive  de  l'équation  (i). 
Par  suite, 

(3)  /?Sa  =  {H-Ô)"Ô-*4-(i  -he»)Ô-^-4....4-(H.Ô/')«ô-P*. 


(*)  Un  jeune  géomètre,  M.  Haton  de  la  Goupillière,  a  résolu  la  même 
question  pour  le  cas  d'une  fonction  quelconque.  Néanmoins,  à  cause  de  la 
simplicité  du  résultat  exprimé  par  la  formule  (C],  j'ai  cru  pouvoir  le 
faire  connaître. 


m.  Soit  maintenant 

(4)  ô  =  cosy-h  V — isin«ï>; 

d'où 

I  -h  6  =  2  cos  -  9  .  <?  ^  > 

I  -|-ô»  =  2COS-(p  .  tf^  » 


I  -|-ô^  =  2C0S-<p  .  ^^ 
2^ 


La  formule  (3)  devient 


/?Sa=ï2'" 


COS^-ç.tf 
2^ 


H-cos'"— (p.tf 

2^ 

-f-COS'" -<p.^     ^'*         ^ 

2^ 


Par  conséquent 


(A)/?  Sa  erra" 


I              ///J         .\                     2               //w        A 
»•"  -  (p cos  (  —  —  A  )  f  -H cos"  -^  cos 2 1 A-  !<})+.. . 


-cos" -y.  cos/? 


et 


(B) 


)  =  COS*-<pSlIl  1 A^  If  • 


-cos^-flpsm  2 

2^ 


z?     .       (m         \ 


IV.  Très-souvent  l'évaluation  de  la  quantité  entre 
parenthèses,  dans  la  formule  (A),  est  plus  compliquée  que 
la  détermination  directe  de  S^.  Mais,  par  cela  même,  Té- 


(  a63  ) 
qualion  (A)  peut  être  régardée  comme  donnant  la  somma- 
tion de  cette  quantité.  Pour  plus  de  simplicité,  posons 

m  —  ik  =.  q^ 
et  rappelons-nous  que 


27r 


nous  aurons 


\  cos*"  -  cos  a  — h  008*"  —  cos  27  — h  •  .  . 

(0^       ^  "  ' 

■+-  cas'"  —  cos pg  -  =  -î--  S*. 
p  p       a*" 

Par  exemple, 

cos'^cos-x — h  ces' -^cos-^ -4-  cos'TrcosOTr  =  —(7  -h 35 H- 1). 

V.  Si  Js-^p  surpasse  m-h  i ,  la  somme  Sk  est  composée 
d'un  seul  terme,  égal  à  C,„,n^  donc  alors 

In          TT            ^27r              n                           dtt  n 

ces"*  -  cos  Q'- -h  cos'" — cos  2  7- -f-.  •  .-|-cos'"= .  COS/^7 — 

(D)   {        ^  ^  /^  V 


2"*  I.2...X* 

Soient,  pour  fixer  les  idées, 

/»=  i3,/?=  II,  X- =  3, 7  =  7: 

TT             TTT                   ,    27r            l47r                   ,,37r           2  ITT 
cos" COS-^ h  cos'' cos— =—4- cos" COS f- 


II  II 


(-H  cos"  TT  cos  n  77  --—--.  286 . 

1 1  janvier  1861. 


(  ^64) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  419 

(voir  l.  XVlII.p.  17») ; 

Par  m.  KESSLëR, 

Élève  du  lycée  Saint -Louis  ; 

Et  m.  L.  VERHARNE, 

Elève  du  lycée  de  Douai  (classe  de  M.  David). 


1.2.3  ^  ' 

1.2.3.4 

/?(/i  — 6)(«— t)^/! — 8)(/i — q)   ,,,,        ,v     .„ 
^ 1.^.3.4.5     ^a^b^{a  +  hY'^\ 

n  entier  positif^  on  arrête  la  série  lorsque  l'exposant  de 
(a-4-ft)  devient  négatif. 

Il  faut  alterner  les  signes. 

On  vérifie  aisément  que  cette  égalité  a  lieu  pour 
/i==  1 ,  2,  3, . . .  Je  dis  qu'elle  a  lieu  dans  tous  les  cas,  et 
pour  cela  je  ferai  voir  que  si  elle  a  lieu  pour  l'exposant  w, 
elle  subsiste  aussi  pour  Texposant  (^4- 1)*  Soit  donc 

«»  -h  fc«  =  (a  -J-  by  —•  nab  {a  H-  bf-^  -4-  ^^^'^   '  a'  fe'  {a  -H  6)"-* 

1.2.3  V  / 

Je  remarque  qu^on  a  identiquement 

rt^+i  4-  ^«+»  —  (rt"  -I-  ^«)  {a-hb)  —  ab{a''-'  -h  b'*-'). 


(  265  ) 
Or 


(') 


{a'-h  b') («  -»- 1)  =  (a  -I-  6)"+'  —  ««6  («  +  *)— ' 
I  _.(.-4)(«-5)^.^^ 

1.2.3  ^ 

fl— •  -I-  ^*->  =  (tf  -4-  6)"-»  —  («  —  I  )  /ï6  (û  4-  ^)"~* 
(n — ï)(n — 5)(/i  —  6)   ,,,,        ,.., 

1.2.3  ^ 

(3)(  1.2 

(,i_i)(,i— 5){«-6)    ,  , 
•  —^ ^^ ^^ ■V6*(û-H^»)"-'-h.... 

Retranchant  convenablement  (3)  de  (i),  il  vient 

1.2 

La  loi  est  donc  générale.  c.  q.  f.  d. 

Du  reste  cette  proposition  résulte  immédiatement  des 
formules  d'Albert  Girard,  car  a  et  &  sont  les  racines  de 
Téquation 

z*  —  (a  -j-  b)z  -hob=zo, 

)ar  suite  a"-|-i"  est  la  somme  des  n'*"**'  puissances  de 
:es  racines,  et  Warîng  a  donné  une  formule  qui  donne 
mmédiatement  cette  somme*,  il  ne  reste  qu'à  y  supposer 
e  degré  de  l'équation  égal  à  2.  Je  crois  d'ailleurs  que 
^aring  a  fait  lui-même  ce  calcul. 


(  i66  ) 
Note  du  Rédacteur.  C'est  le  terme  géuéral  d'uue  série 
récurrente  dont  l'échelle  a  deux  termes. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  572  ET  S7S 

(▼oir  p.  ils  et  118) ; 


Par  m.  KESSLER, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis. 


Question  572. 
Sommer 

/        I  I  !  I  \ 

^\i.2.3       5.6.7       9. 10. Il       i3.i4-i5         *    / 

(EuLER.) 

La  fraction 


(4/2 H-  !)(4/i4-2)  (4«-f-3) 


peut  représenter  un  terme  quelconque  de  la  série  eiiirc 
parenthèses. 

Il  faut  donc  trouver 

i(4n-hi){4n-t-2)  (4«+3)' 
o 

Décomposons  la  fraction  sous  le  signe  en  d'autres  fractions 
rationnelles,  par  le  procédé  connu;  cette  fraction  est  égale 

l_J '     4      ,  ■  _4 

Or  la  fonction  primitive  de  cette  somme  sera  précisémen 


(  a67  ) 
la  somme  cherchée,  car  c'est  la  limite  vers  laquelle  tend 
la  somme  de  rectangles  s' approchant  indéfiniment  de  Taire 
de  la  corurbe 

_i       4  I       4  1       4 

^      84j:-f-i        44*4-2  "^  84x-h3' 

Cette  somme  est  donc 

g/(4/i-h  i)^2/(4a:-H2)4-g/(4/H-3)-+-const. 

et  l'aire  est  nulle  pour  w  =  o ,  donc 

const.  ==  —  g  /^; 
et  par  suite 

Y  __i    4(4/i-f-i)(4^^3) 

^~8  3(4/1+2)» 

et  la  limite  pour  n  =  oo  est  ^  /  ^9  /  représentant  un  lo- 
garithme népérien  \   donc 

On  trouverait,  de  la  même  façon,  la  série 
I  I  I 


1 .a. 3      6.7.8       I I . 12. i3 
daDs  laquelle  le  terme  général  peut  être  représenté  par 

I 

(5/i-f-  i)(5/n-2)('5^3) 

et  en  général  la  série 

I  I  I 

-4- 


1.2.3        //i(/?ï-Hi)(wH-2)       /i(/i  4- i)  (/?  i- 2) 
I 


X-(^-Hi)(/-h2) 


4-..., 


(a68) 
dans  laquelle 

n  —  m  —  2=rX-  —  n  —  2     ou     n  —  m  ^=:  k  —  n. 

Le  dénominateur  pourrait  renfermer  autant  de  termes 
qu'on  voudrait,  et  même  les  nombres  qui  s'y  trouvent 
pourraient  ne  pas  être  consécutifs,  pourvu  que  leur  diffé- 
rence fût  constante.  Ainsi,  par  exemple,  on  trouverait  fa- 
cilen^ent  la  somme  de  '^ 


1.3.5.7.9       12. i4- ï6. 18.20       23.25.27.29.31       '    '' 
dans  laquelle  le  terme  constant  est 

I 

(n/H-i)(ii/i-f-  2)(ii/i-f-  3j(ii/i-f-4)("'*  +  ^i 

et  ^insi  de  suite. 

Question  57S. 
Soient 

jc'       r^       i' 

/j?  4-  my  -I-  «z  =  o, 

les  équations  d'une  ellipse  dans  Tespace^  les  axes  princi- 
paux de  cette  ellipse  sont  les  racines  de  Téquation 

Pa^  Pb^  Pc^     __ 

i'  —  (p  "^  z»—  6?  "*"  z^  —  c^  ^  ^' 

(Sedley  Taylor.) 

Dans  Tellipsoïde  proposé,  je  mène  le  diamètre  conju- 
gué du  plan 

i,v  -f-  mjr  -f-  nz  =  Oy 

les  deux  axes  de  Tellipsc  en  question  de  ce  diamètre  for- 


(  ^dg  ) 

meront  un  système  de  trois  diamètres  conjugués  de  lel- 
lipsoïde.  Or  on  sait  que  la  somme  des  carrés  de  ces  dia- 
mètres est  constante  ;  le  volume  du  parallélipipède  dont 
ils  sont  les  arêtes  est  aussi  constant. 

Soit  p  la  demi-longueur  du  diamètre  auxiliaire  conju- 
gué au  plan;  les  équations  de  ce  diamètre  sont,  comme  il 
est  facile  de  le  voir, 


X 


aU       b*m       c'n       s/a*  r -h  b*  m^ -\- c' n'' 
d'où,  combinant  avec  l'équation  de  Tellipsoïde, 

Si  a  et  (3  désignent  les  longueurs  cherchées,  le  volume  du 
parallélipipède  sera 

V  =  aPp  sin  ô 
(d étant  l'angle  du  diamètre  auxiliaire).  Or 


sm9  = 


\/{P-^  m^  -h  n^){a'  P-\-  b'  m'  -h  c*  n^f 
donc 


V=a0i/ ~ —^ —abc\ 

•   V         /' -4- /w^ -+- «^ 

â(  et|3  seront  donc  les  racines  de  Téquation 

z«  _  { fl'  -I-  ^î  4-  <7' — = -î- ) 


^ï T— ^ r=0 

a^t^-i^m^b^-^-n^c' 


(  ^70  ) 
ou 

^       r a' P  [b' -h c')  +  m' b' {a' -\-  c')  '^'  n'c^{  a^  ^  b^U    ^ 

{P-^m^-^n^)a^b^c^ 


aU^  f  m^  b^ -h  n' c^    ""     ' 

a'P[z*-'(b^-¥-c')z^'\-  b^  c^]-\-  b^  m''[z'  —  {a^  -i-  c^)  z  -h  a'  c'] 

^  C^  „2  j-,4  _  (^i  ^   ^2  )  gî  ^  a'  ^^]=  o, 

rt'  i'iz'  —  A\)  (3'  —  c')  -H  ^»  w»  (z'  —  «')  (z^  ^  c») 

z'  —  a»  "^  z»— ^»2  "^  i'  —  c^  ""  ^' 

C.    Q.    F.    D. 

Quant  aux  directions  des  axes,  elles  pourront  être  dé- 
terminées par  les  six  équations 

/a-i-/wp  -f-«7  1=0,   aa'-|-pp'-H77'=o,    «*  4- p»-h  7»  =  i, 

/«'-+- ^p'-f-A/î7'=^o,    ^4-&|^  +  ^=o,    a'»-hP'^H-7'^=i, 

où  (a,  (3,  y),  («',  ]3',  /)  sont  les  angles  de  ces  directions 
avec  les  axes  de  l'ellipsoïde.  Les  quatre  premiers  donne- 
ront les  rapports  -9  -  ♦  —  1  ^?  et,  au  moyen  des  deux  der- 
nières, on  déterminera  enfin  les  inconnues. 

Mais  on  peut  trouver  plus  vite  la  direction  du  grand 
axe^  si  en  effet  on  suppose  que  Taxe  maximum  de  Tel- 
lipsoïde  soit  sur  Taxe  des  ^,  et  qu'on  pose 

pour  équations  du  grand  axe,  on  aura  à  chercher  le 
maximum  de  -i ; 9  p  et  q  étant  liés  par  la  relation 

//?  -H  my  -f- 1  =  o , 


(    2Jl    ) 

OU  le  minimum  de  (  />*  -h  9*  -f-  i).  La  relation  précédente 
donne 

n  -H  w<7 


P-            l       • 

Substituant,  il  vient 

q'{m 

2  -f-  /')  -+-  imnq  -4-  n^ 

+  /', 

qui  sera  minimum 

pour 

mn 

^  —       w/»  4.  ^  ' 

ttpar  suite 

In 

^-       m'-f./^' 

,,_  '"'+'' 

f            «'-f-OT'-l-/' 

.j'           - 

w'-|-«' 

'       n' -t- m\-i- P' 

/2'  -h  '»î'  H-  /' 

On  obtiendra  facilement  encore  les  longueurs  de  deux 
diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un  angle  donné. 
Dans  l'équation  écrite  plus  haut,  il  faudrait  diviser  le 
terme  constant  par  le  sinus  de  cet  angle. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  535 

(voir  t.  XIX,  p.  806)  ; 

Par  mm.  BLANCHÉ-ARRAULT  ,  Alph.  POITRASSON, 
Et  Maurice  LE  BARBIER  DE  TINAN. 


Si  deux  polygones,  i"  sont  semblables,  2°  ont  les  côtés 
homologues  parallèles,  3*^  ont  les  intervalles  compris  entre 
les  côtés  homologues  égaux,  ces  deux  polygones  sont  cir- 
conscrîpiibles  à  des  cercles. 


(  î»7»  ) 
En  efFet,  coDsidérons  denx  polygones  ABCD,  tth^d^ 
satisfaisant  aux  conditions  de  renoncé.  Menons  les  droites 
A  a,  B6.Cc,D^;  je  remarque  que  opsdraies  seront  ëri- 
demment  les  bissectrices  des  angles  A,  B,...,  a,  &)•'■> 
en  vertu  de  Tëgalité  des  intervalles  égaux  compris  entre 
les  côtés  homologues,  d'où  il  résulte  que  le  point  O  où  se 
rencontrent  deux  de  ces  bissectrices  est  également  éloigné 
des  côtés  BC,  AB,  AE,  par  exemple.  Si  je  démontre 
qu'une  troisième  bissectrice  CO  passe  aussi  par  ce  point  0, 
il  en  résultera  que  le  point  O  sera  le  centre  des  cercles  ins- 
crits dans  les  deux  polygones.  Soit  donc  Qf  le  point  oà  Ce 
rencontre  BO.  Les  triangles  semblables  AOB,  aO&,  BO'C, 
bO' c  donnent  les  égalités  de  rapport  : 

ab__Ob        ^ _  O^ 

ab""ob'      BC"^  ob' 

Mais,  les  deux  polygones  étant  semblables,  on  a 

ab bc 

ÂB""BC' 


donc  on  doit  avoir 


et  par  suite 


ob^yb 

OB""  OB 


ce  qui  prouve  que  les  points  O  et  O'  se  confondent  et  que 
toutes  les  bissectric«;s  passent  par  le  même  point  O,  qui 
est  le  centre  des  cercles  inscrits  dans  les  deux  polygones. 


(  ^73  ) 


SOLUTION  DES  QUITTIONS  S3i  BT  532 
P4ft  M,  C.  KESSLER, 

Elève  du  ly<^ée  Saint^Louis. 


I 


Question  531. 

Soient  A  l'aire  d'un  polygone  rëgalier  circohscrit  à  un 
œrle,  A'  l'aire  d'un  polygone  semblable  inscrit  5  Taire  du 

cercle  est  comprise  entre  A^  et  A'  +  ^  (A  — ^  A'). 

Soient  AB  le  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  n  côtés, 
et  CD  le  côté  du  polygone  circonscrit  de  n  côtés. 
1      Soit  G  le  poinl  de  conlacl  de  CD,  Je  considère  la  va- 
leur du  rapport 

segment  AGB  _  segment  AGB 
A— A'        ^        CABD 

D'après  un  iliéorème  connu,  Taire  d'un  segment  a 
pour  limite  supérieure  les  | du  triangle  isocèle  y  inscrit; 

donc 


spgTTient  AGB        4 
A-A'       <^" 


sin 


-     I  —  cos-  ,  sm -    I  —  cos  - 


ta  ne sin  -  cos  — 

^    ri  n  H 


tang-  sm'— 


cos- 


cos^ 


a/î 


lOr 


Ann.  de  Mathémai^,    l  \X*  (Juillet    86l  .) 


l  ^?/i  » 


et  le  nwxîiniuii  est  ^î  donc 


,.^_4:<:i-erçk<  A'^  I  (A— A  ), 

énoncé  différenl  de  celui  des  annales.  Il   est  facile  de 

voir,  sans   s'appuyer  sur  le  ihéorème  que  j'ai  invoqué, 
que 


cerdiï>A'  +  -(A  — A')j 


c'est  une  limite  iuféiieure  plus  rappiochéf^  que  A,  il  suffi 
pour  cela  de  voir  que  le  mimoiuiti  du  rapport 


2  j:         I     . 


Cela  se  voit  facilement. 


Soient  A  Taire  dViWp61^*^(fne' régulier  de  an  côtés  in- 
scrit dans  un  cercle,  A'  l'aire  d'un  polygone  régulier 
inscrit  d*un  nombre  ?î  de  côtés,  L^aïre  du  cercle  est  com- 
prise entre  A'  et  A'  +  (  ?  J   (A  —  A'). 

O  centre  du  cercle;  -  ,1, 

AB  coté  du  polygone  régulier  inscrit  de  n  côtés ^ 
AC  côté  du  polygone  régulier  inscrit  de  ai»  côtés  f 
AMC  segment  sous-tendu  par  AC. 


Je  considère  le  rappori 


segment  AMG  ^  i\ 


.      sio  -  J  J  —  coii'-  J  I  —  e05  - 

4  ^  \:  n)  % ^ 

— '     I  —  ro.s  — 
a    \  n 


sin  —  ^\w  - 
n  n 


_^   i  A^/H    ^/i   > 


6         ir        ^  rr         3 
cos-cos^ —  cos 

n  2/? 


^0 


'COS' 


^^Er 


it  le  maximum  correspond  à  r  ^  3  et  est  -;  donc 


A'  <cerclô<  A'  4-  ï  (A—  A'), 


^ 


lîmite  plus  rapprochée  que  celte  donnée  par  les  Annales 
et  conséquemment  par  Uuygens. 

La  question  33 1,  traitée  par  M.  Dellach  (p.  174)1  n^a 
aucun  rapport  avec  celle-ci,  donnée  exaclCEneot  par  les 
Nouvelles  Annales^  à  cette  différence  que  ma  limite  est 
plus  rapprochée,  comme  on  le  voit  facilement* 


SOlliTIOS  DE  LA  «IIESTION  497 

(fOlT  L   ÏVIU.    P     m). 

Pai^  m,  C.  KESSLER, 

Elève  dti  lycée  Saint-Louis. 


i      pius  rap 

r 

W      Tout  plan  doublement  tangent  à  la  surface  engendrée 

f      par  une  conique  tournant  autour  d'une  droite  située  dans 

son  plan  coupe  cette  surface  suivant  deux  coniques  qui, 

projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à  Tax^e,  ont  un 

I      foyer  commun  au  pied  de  cet  axe.         (Moutaru,  ) 

k  <8- 


(^76) 
Je  considère  la  conique  dans  une  de  ses  positionsVpar 
un  point  de  Taxe  je  mène  deux  tangentes  à  cette  conique, 
également  inclinées  sur  cet  axe,  cp  qui  est  toujours  pos- 
sible, je  rapporte  alors  la  conique  à  ces  deiix  tangentes 
prises  pour  axes  des  x  et  des  z^  ses  équation^  seront  •>    ' 

(l)  a:Z'^'k(ax^bz  —  i)»=iro,      j^=o, 

l'axe  des  j-  est  pri$  pierpendiculairement  aux  deux  autres. 
Je  cherche  l'équation  de  la  surface  engendrée. 

Soient 

z — 0:=='^,        j;'4-7*-+- «'-I- 2w:c0sd=2p%    (4)     '"' 

0  étant  Fangle  des  deux  tangentes,  les  équations  d'uà  pa- 
rallèle. J'élimine  x^  y,  z  entre  les  quatre  équations-  pré- 
cédentes; Féquatiôn  (4)  peut  s'écrire 

Q 

^  .        * 
OU  ^ 

zxr=,^ ^, 

4  ces'  - 

2 

et,  par  suite, 

(z  H-  a:)»  =  (z  —  xy-\-  ^zx  ==  ^'  -h  >- 7-  m 


2 


cos'-  ces*  — 

2  .^ 


d'où  l'on  déduit  alors 


^=ï^- ê — '     '^-.-- 1 — 

2008-  2C0S-^ 

2  2 


fU  par  suite,  substtiuânl  daus  Téqualioti  (i). 


fi 
^  cos'  ^ 


/ 


/^ 


^  2 


;|^ldx«'l^bltiJtii;mi 


£/pa  a*>»  .iCif^i^  X  iJii  é^m  lOo 


în-^'o/î 


Pour  avoir  Féquation  de  la  surface,  ou  plutôt  celle  de  la 
sectiou  par  le  plan  doublement  tangent^ Ox  qui  est  ici 
quelconque  puisque  la  conique  a  été  prise  dans  unt*  quel- 
i*43im{tie  de  aes  positions,  et  qui  est  bien  doublement  tan- 
gent, il  suffit  de  remplacer  A  par  — jç  et  p'  par  jr.'^+^*, 
et  il  vient 


â/jï-^ar'coS'- 


-]- 


O. 


1  ne  peut  être  positif,  car  on  aurait  la  somme  de  deux 
^carrés  qui  ne  pouTrait  être  nulle  que  pour  certaines  va- 
leui*s  particulières  dex,  y,  z  ;  c^esl  pour  celle  raison  que 
ij'aî  posé 


J 


X=— X'^ 


on  voit  alors  que  cette  équation  se  décompose  en  deux 


(  =>?»  ) 


autres  du  second  degré 


acos  — 


Vv 


[< 


acos- 


[-<■ 


•|t/jP^^Ofi»i^/i\ 

.•■  'i'">c()«Hj-.S;ifii-y 

^  v'^ 

yJ'xU 

i 

-^            j 

■    v^^ 

2, 

cos- 
3 

:'il,* 


^^Ijjrtirol  ^J 


-ht 


iiub , 

1  >  ItM j 


Projetées  sur  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe,  elles  ont  un 
foyer  coip.mun  au  pied  de  Taxe,  car  al  Fou  remplace 

X  ces  -  par  x^  on  a  la  nouvelle  projection-,  ce  qui  tnontre 


que  ^x'  H-j^*  est  fonction  linéaire  de  x  et  de  j^  pour 
chaque  conique.  Le  cas  du  tore  s'en  déduirait  facilement 


SUR  LES  rORMlïLES  D  INTERPOLATION  DE  LAGIl&Ktit 

ET  m  mmm-, 

P4R  m.  E.  PROUHET. 


Je  me  propose  dan«  cette  Note  d'abréger, 'en  me  servant  1 
d'une  nota  lion  plus  concise,  Ifs  calculs  au  moyen  des- 


( 


quel»  M.  Geroiio  (*)  parvient  à  iléduii*e  U  forinule  de 
Newton  de  relie  deLagraiige. 

Pour  udieuï  fixc^r  les  idée$|i  je  mû  bornerai  an  cas  on 
Ton  donne  cîtiq  valeurs  u^^  uf^  4^^  nî^  u^  dtunc  fonction 
J{t)  du  quatrième  degré,  t'orrespondatat  h  cinq  valeurs  Xo, 
X,,  jTj,  Xg,  Xi  de  la  variable.  Dans  la  formule  de  Newton 
A,  xk  Xf,  jj^Til^^  forment  une  progression  a^iilimétique 
i|l4'on}p^at  Supposer  être  la  suite  naturelle  Ces  nombres 
0,  i,  t,  3,  4^  ^^^^  ^11  ^^^^  ramener  tous  les 'autres  cas  à 
celui-là. 

La  formule  de  Lagrange  peut  s'écrire  ainfi  : 

/ 
f[x)  =£  Xfl  «ft  +  Xi  «t  H-X,  1*1  H-  5C5  «,  -h  X4  «o 

Xo,  Xt,  Xf,  eLc.^  étant  des  fonctions  du  quatrième  degré 
qui  j(|uissent  de  cette  propriété  que  chacune  d^elles  se  ré- 
duit ^  r  uni  lé  quand  on  y  subsUAue  la  valeur  de  x  qui 
|K)rte{le  mt^ne  indice  et  s^annuUf  pour  toute  valeur  dex 


*iAuq  -h  A*  u^^elQ.  y  elle  devient 


d'un  indice  différent. 
Si  l'on  remplace,  dans  celle  formule,  «i  par  Uq 

Mi  I       -  .       .>        ■ 

j «t  par  «0 

Hbtuoc 

I 


A» 


0) 


Jou^(f.ip'^'^"*-^l'^f  •^^^-■^'  ^^  -' 


■(X, 


3X, 

■,3X/- 


4x.)ii«. 
4x,)ik»«. 


Si 


mmf'f  "'f'WffVff' 


Le  coeiîicîent  de  ^z,,  se  réunit  à  l'unité  quand  on   y  fail 
x^  Oy  puisque  alors  Xo  =  i,  cl  tjue  Xj,X,,Xs,X4  s'an- 


-rrr- 


(*)  ffùé^Uêi  Àmutlvét  V,  XVl^  p.  li-}  et  338. 


(    28»   ) 

nulent.  II  en  est  de  même  quand  on'  fait      ,.  <  '.\  ..(' 

x  =  I,  2,S,4. 

Donc  l'expression 

qui  est  du  quatrième  degré  tout  au  plus,  et  qui  s^anniilaij 
pour  cinq  valeurs  différentes  de  la  variable,  est  identi- 
quement nulle,,  et  l'on  a  ^     .   . 

XoH-X,-i-X,^-X,-hX,=i,     . 

comme  Ta  démontré  M.  Gerono. 

Le  coefficient  de  Auq  est  divisiUe  par  ^,  puisque :Xi9. 
Xs9  Xsv  X4  s'annulent  pour  a:  =  o.  Si  Ton  divise .ce,co|3(- 
ficient  par  a:,  le  quotient  .  ..\  ;":?  yj 

X.  -h  2X, -h  3X3  -f-  4X4  "     '■  '' ^  '   ^^ 

1 . « ; J 

,  r  '  ■    ■  •   -'i.  * ■  ^r 

qui  est  du  troisième  degré  seulement,  se  i^uit  à  i  poiini 
a:  =  I,  2,  3,  4*  Donc  ce  quotient  est  constant  et  égal  Ji  i^> 
On  a  donc 

X, -h  2Xa H- 3X3  4- 4X,  =  X. 

Le  coefficient  de  A*  i/o  s'annule  pour  x  =  o  et  pour 
a:  =  I .  Le  quotient 

X,-^3X3  4-6X4 
X  (.r  —  I  ) 

qui  est  du  second  degré,  se  réduit  à  -  pour  les  trois  valeurs 
2,  3,  4  <ïc  or.  Donc  ce  quotient  est  égal  à  —  On  a  donc 

X, -+- 3X,  4- 6X4  =  :i^^^. 
1 .2 


(  a8i  ) 
On  prouverait  Je  même  qiie  l^oa  a 


X3-h4^^^ 


:(jr  — l)(^—  2) 


__  ^^  (^  —  t)  [^  —  ^)  (^  ^  3)  . 


ddbd  on  «bieâ^  r^*''^ 


ir^i 


1  JKd  ,9ldcnov 


Idi: 


f(ï):=Ha-h-A«#H- 


^{^  —  T^) 


JHî^î*^!.]- 


A*/i,-|- 


■(jr  —  i)(-r—  2) 


A*  «a 


rfj 


it?J?  — i)(-r  — 3) 


.a. 3 


4 


à}  u^ 


i^i)  M 


h 


?]Véwic 


formule  1 

Il  ^st  vrai  que  cet t«  formule  n'est  démontrée  que  pour 
le  cas  dVne  fonctioD  du  quairième  degré.  Mais  il  est  facile 
de  s'assurer  que  la  loi  trouvée  pour  les  coefficients  de 
àu^y  ù}  £/o>  etc.,  est  géDerale.  En  effet  y  supposons  que  m 
soit  le  degré  de  la  fonction  ^{x),  p  étant  un  nombre 
mcindre  que  m,  le  eoeffîcient  de  ^  u^  sera,  d'après  ce 
qui  précède,'  isi«i3*>3  *<*j  junr'uijr'  'i    j 


X^-^(/J4-i)X^^, 


(/^-h^)ÇpH-i}. 


I  .2 


^p-hr 


^jÇ^  polynôme  e&t  évidemment  divisible  par  x^  x  —  i, 

C—  a,  X  —  p  H-  1  j  et  son  quoiient  par 


^51  égal  à 


1 . 2 , 3 .  ► ./? 


pour  x^=  p^  p  -h  ly  /?  -H  2 , , . . .  /w , 


i  «s 


a  ) 


c'«*i-à'dirt5  pour  un  nombre  do 
degré.  Donc  le  quotienl  a  une 
coefficieni  de  Ap  «.  est 


valeur   constante  et  le 


,y    .    .  1,2.3..-/; 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  L'égalhé  idenûqtifi^ 


-h 


Xo  -h  X,  +  Xj  H"  Xs  -h  Xt  =  1 , 

démouirée  par  M.  (ieroDO  pour  le  cas  où  les  valeurs  ir^ 
Xi,,.,,  x\  forment  une  progression  arithmétique,  est  vraie' 
quelles  que  soi  eut  ees  quauLJtés,  Comme  on  le  voit  en  ré- 
pétant le  raisonnement  fait  pins  haut  et  qui  est  celui  de 
M.  Gei-ono.  Comme  toutes  les  parties  du  premier  membre 
de  cette  ideutilé  sont  du  quatrième  degré,  il  faudra  donc 
qu*en  faisant  la  réduction  de&leruxes,  les  coefficients  de 
x^,  x%  x%  X  disparaissent  et  que  le  terme  tout  couiiu  se 
réduise  à  i .  De  là,  les  identités  suivantes,  où  pour  plus  de 
simplicité,  on  a  remplacé  x^^  x, ,  etc.,  par  des  lettres  sans 
indice:    ■' "^^'l  *< 

^  {a  -^  (>)(a  ^  €){a  --  ti){a  —  c) 

(a  -^  b)[a  — c){a  —  d){a  —  cY 

-^  bc-\-  bd-^  be , ,  . _ 

Zà  [a^  t){a  —  c}[a~d)  [a  —  e)  ""  ^' 

'«-i  bcd  -{-  hce  -H—  bde  -\-  cde  _^ 

^^  {a  —  b){n  ^  c){a  —  ^\a  —  û)  ~~  ^' 

<r^  bcàé  

2à  [a  —  h)  {a  —  c)  [n  -^  rf) (a  —  c)  ^  '" 

ira  des  iden^lités  analogues  pour  un  nombre  quel* 


=  o, 


0» 


(  ^83  ) 

lïçpque^  d#  lettres ,  Par  exemple^  dane  ile  «cçasi  *  d^  4ih>î& 
ÉtoBtitéli  <>P^  aur^Uity   :)fuj  i  iaoïJuup  al      i  U  i 


I 


-h 


T 


t 


-I- 


(«_  b){a  —  c)  ^  [h  ^a)  {h  ^c)^^\^^a)  (c^^i)"  ?\ 


Et  m,  CUENOUD  ,  oe  Iausamw e. 


n/of 


d n  rî&jli 


Soît  ABD  le  triangle  rectangle  en  B,  si  Ton  décrit  que 
circonférence  sur  ÂB  comme  diamètre,  et  soil  E  Tinter- 
seclion  de  cette  circooférence  surjra  droijLc  Al^^oii  a  par 


hypothèse 
Or 


AB  =A0  AE^ 


V 


AB^ADxAE,^^i-ir;^<^ 
AD'=  AbVaE; 


a»'=(abVae')  aeI 


(  »84  ) 
Posant  ,. ,,., 

le  rayon  étant  supposé  égal  a  i^  Téquation  (f)jipi](ne  ..; 


..x=V2(s/5-i). 
Or 

^=2,23606797; 
en  effectuant  on  trouve 

j:  1=1,57230. 
La  longueur  d'un  quadrant  est 


TT 


-=1,57079  i      • 

qui  ne  diffère  pas.de  2  millièmes  de  la  longueur  de  It 
«orde  AÈ.  '      c.  q.  f.  d. 


QUESTION  572 

(Tolrp.ilt); 

DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE 

L.2  =  4  (_L^-f.  -'     H î t--..\i 

\i.2.3       5.6.7       9. 10. II  / 

Par  m.  a.  PRWZ, 

Etudiant  en  m&théffiatiqueB  à  TUniversiié  d'Iona. 


En  posant  généralement      -;     •  -  .:      - 


(  »8S  ) 


on  a 


Itii 


aàla{a-hif)       («  -+*  A)  («  -h  5t f )       (a  H- 4 ^)  (il  -h  5^) 


t6*|^       «H-è        ff-hè       aH-ii^        *î-h 


4^ 


1  SI  lie  un 


.  I 1^ Hh  -T-  ' 

sé'Lrî       a~\-ib       a^^l^h 


fii  «oirau^ 


^+»*-'+..,)<£r 


Sî-1'L'.^^ 


iiir. 


Dans  le  cas  particulier  de  la  qiieslîon  572,  a  =i=  i, 


M^ 


(   >8«  ) 


iuw^^ 


i^ssr.iri-:,/' 


if 


t  — a:» 


dii^ 


-tf 


\ v^i  \  * V*  ^  -i  *^  -^^  ^»  ^^  ti  V  v"^  ti  ^ 


^,^,4f.*?^H^,*?t 


1f« 


iJûn.-«^-ttii: 


dx 


\2^}  i  f.<i' i^/ï«l  ^> J  ^  '  '  *  -aL  i  1 


(«jTf^flr^-è^Jr^^l'îï;  /ÛTl  •iJyb^iï^ïJpM*" 


d'où 


)i>  t>ii- 


^l  il/.  Il 


(iHi  ub  Hlôî^  al  C>A 


S^-L 


i'^)^:^^^^^)^ 


Donc 


a         4         4 


L2  =  4.s  =  4 


t 


J- 


On  peui  irai  tel*  de  même  lèi  cai  cm  Ton  aiirdt  a  =  jj 
£i£safil^3:  ai,  &  t2=T*^  etc. 


nrrfTfff^ 


SOLllTION  DE  U  QUESTIOI  552  C')         ^n 

Par  m.  Hestei  PIGEON, 
Elève  du  Jycéc  de  Strasbourg. 


Vemllez  me  permettre  de  remarquer  que  renonce  d| 
la  qiiesiioii  532  est  inexact,  Huygens  dit  en  effet  daj^ 
Fédiiion  s'Gravesande  que  j'ai  de  ses  œuvres  * 


(*)  Comment  eoiîdli«r  «eci  avec  la  ftoltttion  page  a?/)  P 


t  »87  ) 

Oi finis  circftliiS  major  (*)  est  polfgono  œqualium  lur 
ierurn  sibi  inscnplo  et  triante  excesstis  quo  id  poljgonmn 
saperai  aliud  inscripfunL  suhduplo  /a  te  mm  numéro.  (De 
ci  rcTil  i  ma  gu  i  l  u  d  i  ti  e .  ) 

Voici  de  cette  proposition  une  dëmônslratioEfc  qiii  u'est 
a  la  vérité  que  celle  de  Huygens  abrégée  et  modifiée. 

Soient  AB  le  côte  du  polygone  régulier  inscrit  de  n 
cotés,  AC  le  côté  du  polygone  régulier  de^n  côttîs  et  O 
le  centre  du  cercle. 

U  faut  démontrer  que  Ton  a 


I 

ou 


ifo'l» 


secteur  ACÏB  >  AOBC  -h  ^  ABC 


segments  (AMC 


BNC)>|ACB, 


!><! 


ce  qui  se  fait  voir  de  la  manière  suivante. 

Lemme.  Sr  dans  un  segment,  moindre  qu*un  demi- 
cercle,  .flj^  inscrit  h  triangle  maximum  ABC  et  ensuite, 
dans  les  deux  segments  ainsi  formés,  les  triangles  maxi* 
mums  ADB,  BEC.  le  triangle  ABC  inscrit  en  premier 
If^tr^eraTiioiiMlrG  que  huit  fois  l'uii  de-l  triangles  inscrits 
eu  second  lieu. 


■ 


On  a 


AB<2BDi 


AB'<4BD'; 


abaissant  sur  les  parallèles  DE^  Af^  !^  perpendiculaire 


f 


-T»!!  ^ 


ir'i  i'"*^  ■ 


BG<4BF, 


^(^)  L'énoDcé  d«  la  queslioti  53a  impliqutnt  \e  contraire. 


(  388  ) 


car  on  sait  que 

AB»      BG 

BD*""BF 

En  outre  on  a 

AC<2AB  =  2DE, 

d'où  componendo 

ou  bien 

ACXBG<8DEXBF 
ABC<8DBE  =  8ABD. 

c 

Q.    F.    D. 

Corollaire  /.  Le  rapport  d'un  segment  moindre  qu'un 
demi-cercle  au  triangle  maximum  inscrit  dans  ce  sèment 
est  moindre  que  celui  de  4  à  3. 

Si,  en  effet,  on  inscrit  les  triangles  maximums  dans 
les  segments  formés  successivement,  a  étant  Taire  du  pre- 
mier, les  autres  seront  moindres  respectivement,  d'après 
le  lemme  précédent,  que 


8'     8»'     8^''"' 

et  comme  le  nombre  des  triangles  correspondant  à  ces 
valeurs  va  toujours  se  doublant,  il  s'ensuit  qu'il  y  en  a 
2  des  premiers,  a*  des  seconds,  a*  des  troisièmes,  a*  des 
quatrièmes,  etc. 

De  sorte  que  la  somme  limite  de  tous  ces  triangles,  la- 
quelle somme  n'est  autre  chose  que  le  segment  considéré, 
est  moindre  que 

2  2^  2^  2* 


ou  moindre  que 


2        3 

'8 


G.    Q.    F. 


Corollaire  II.  On  a. 


am(î^anc>|abc. 


De  ce  que 


segment  AMCB  >  ^  ABC,  d'après  le  corollaire  I, 
il  résulte  que  '  - 

ABC  7f-  ArtC  -+-  BNC  >  ABC  -h  ^  ABC , 
d'où 
^,.'!*         '  AMC-hB]NC;;i>iABC.  '         =      '• 


iiq- 


-*>    OK   '• 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  570 

(voir  p.  111); 

Par  m.  C.  KESSLER, 

Elève  du   Vycée  Saintr-Lquit^ 


Deux  ellipses  homofocales  sont  Tune  in&crite   à   un 
'^•îtriâiKg:Le  et.l'auli'e  circonscrite  au  même  ti^angle*,  on  a  la 
'  relation  suivante  entji;e  les  demi  grands  axes  et  T excentri- 
cité 

a"  — 4a*rt*  -i'6cx.*a^c'^—^0L^  a^c*  -+-  a*  c*  =  o. 

(Mention.) 

Cette  relation  ne  me  semble  pas  exacte. 

On  sait  que  lorsque  deu^  coniques  jouissent  de  la  pro- 
priété qu'un  triangle  inscrit  à  l'une  est  en  même  temps 
circonscrît  h  l'autre,  il  existe  une  infinité  d^aufres  trian- 
Aim.  dû  Mathémat  .  t.  XX.  (Août  i86r.)  19 


(  '-*9«  ) 
gles  inscrits  à  la  première  conique  et  eirconscrils  à  la 
seconde,  proposition  qui  du  reste  s'applique  à  tout  poly- 
gone (Poncelet). 

Si  donc  je  cherche  la  condition  pour  que  le$  conique» 
soient  telles,  qu  un  triangle  inscrit  ABC  à  l'une  ayant  un 
de  ses  sommets  à  Textrémité  A  du  grand  axe  2  a  de  Tel- 
lipse  extérieur,  soit  en  même  temps  circonscrit  à  Fautre 
conique,  j'exprimerai  évidemment  en  même  temps  que 
les  deux  coniques  jouissent  (]|ç  la  même  propriété  pour 
une  infinité  d'autres  triangles. 

Si  M  (j^'j"')»  point  de  l'ellipse  intérieure  de  grand  axe 
2  a,  est  le  point  de  contact  de  la  tangente  AB,  le  coef- 
ficient angulaire  de  celle  droite  est :; — ; •  Or 

'  ^  y 

.r   =  — ) 
a 


^'  "=  î  \/(«'  —  ^')  («'  -  5)  =  ^  fa'-c^J(«»_a»). 


Du  reste 


AQ  =  («-+-  a),      BQ  =  ^ ^  v^//» 


Q  est  le  point  de  contact  du  côté  BC  du  triangle  avec  Tel- 
lipse  intérieure. 

Le  triangle  rectangle  ABQ  qui  donne 

Bq'=  AQ'taag'BAQ, 
fournira  donc  la  relation 


"^         '  îi(,.^,.)(«.^«,) 


(  ^9'  ) 

(a^  ^  c^)  {a^  ^  a*)  ___  (fl-4- «)»(a^  »  c») 

relation  du  second  degré  essentiellement  différente  de 
celle  qui  est  proposée^  elle  s'écrit  encore 

a'c*H-  2tf  a(û*  —  c^)  —  a*  =  o. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  588 

(TOIrp.  141); 

Par  m.  C.  KESSLER, 

Elève  du   lycée    Saint-Lonis. 


Soient  T,  T' les  points  de  contact  des  deux  tangentes 
menées  à  une  ellipse  d'un  point  quelconque  O,  et  soient 
F,  F'  les  foyers  de  la  courbe.  Désignons  par  d^  d' les  deux 
demi -diamètres  parallèles  à  OT,  OT',  et  posons 

OT  =  f,     0T'==«',     FO=:p,     F'0  =  p', 
alors  on  aura 

(Strebor  ) 
Soient  CK,  CK'  les  diamètres  parallèles  à  OT,  OV . 


Le  calcul  montre  aisément  que  si  Ton  joint  KK',  CT, 

'9 


CT',  TT',  les  deux  Iriangles  CRK',  CTf  ont  des  surfaces 
égales,  et  du  reste  on  le  voit  plus  rapidement  en  considé- 
rant l'ellipse  comme  la  projection  d'un  cercle.  Si  Ton  dé- 
signe par  e  l'angle  TOT',  Taire  du  quadrilatère  TOT'C 
est 

(w'-^rffi?')sinÔ 


Je  mène  TF,  TF'  et  je  prolonge  cette  dernière  ligne 
d'une  longueur  TG  égale  à  TF^  le  triangle  GOF'  équi- 
vaut à  la  somme  des  triangles  GOT,  OF'T  et  a  pour  me- 
sure Pfllî!!?;  or  les  trois  triangles  GOT,  OF'T,  COT  ont 

même  base  OT,  et  de  plus  la  perpendiculaire  partant 
de  C  est,  comme  on  voit,  la  demi-somme  des  perpendi- 
culaires abaissées  de  F'  et  G  sur  OT-,  donc 


(le 


même 


d'où 


ou 


COT  =  -  GOF' 

2 


COr  =  -GOF'; 

2 


quadril.  TOT'  C  =  triangle  F'OG 


tt'  -H  dd'  =  ^0, 

On  voit  par  là  aussi  que 

COT  =  COT'. 

Note.  M.  A.  Lafon,  professeur  à  la  Faculté  de  Nancy  5 
vient  de  publier  :  Gergonne^  sa  vie^  ses  travaux,  in— 8 
de  5o  pages;  Nancy.  A  la  fin  est  la  liste  complète  de  tous 
les  Mémoires  de  Gergonne. 


(   =^93) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  4 

(TOlr  p.  100); 

Par  m.  JAUFROID, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 


X,  j",  z  étant  les  trois  côtés  d'un  triangle,  si   l'on  a  la 
relation 

_J.3     _J_    yZ      _^      2^     =      3/W% 

trouver  Taire  maximum, 

La  formule  qui  donne  la  surface  d'un  triangle  en  fonc- 
tion des  côtés,  étant  développée,  donne 

165'  =  2.r2j»  -+-  ix^  z^  -+-  2/'' 2'  —  J?*  —  J*  —  z"' 

Prenant  pour  variables  indépendantes  x  et  y,  les  équa- 

t.ions 

ds  ds 

dx  dy 

conduisent  sans  difficulté  aux  équations 

z  (z'  +  j'  —  x")  —  .T  [x^  -\-  y""  —  z')  ~  o, 


z 


{z^+x^--y^)'^y{x^-\-)---z')^  o, 


faisant  en  sorte  que  dans  chaque  parenthèse  il  y  ait  le 
Irinôme  x^  +  7*-f-  z*.  Ces  équations  se  tranformcnt  dans 
les  suivantes 

cjui  admeltent  pour  solution  réelle 

xz=zy=^Zy. 


(  ^94  ) 

et, 

eu 

vertu 

de  X 

X 

cl 

par  suile 

_mV3 

SOLUTION  DE  LA  OUESTION  582 

(Toirp.  1S9); 

Par  m.  JAUFROID, 

Et  m.  m.  BLANCHÉ-ARRAULT, 

Elève  du  lycée  Louis-rle-Grand. 


Soit  V  un  des  foyers  d'une  hyperbole  équilatère  quel- 
conque tangente  à  une  ellipse  donnée  et  concentrique  avec 
elle.  En  supposant  que  le  point  de  contact  de  ces  deux 
courbes  varie,  le  rectangle  FV.F'  V,  F,  F'  étant  les  foyers 
de  l'ellipse,  conservera  une  valeur  constante. 


Solution . 


ixy  z=x'^y 


équation  de  Thyperbole,  ses  asymptotes  étant  prises  pour 
axes,  x'  =y'  étant  les  coordonnées  du  foyer  situé  dans  la 
première  région. 


û'cos-a 
-6'sin'a 


j'  -H  2 c'  sin a  cos a-rj  ^-  «* sin' a 
4- A^cos^a 


a'  b^  =  o. 


équation  de  l'ellipse  donnée^  ses  demi-axes  étant  a  et  A, 
Tasymplote  axe  des  x  faisant  un  angle  «  avec  son  grand 


(^93) 
axe  :  les  coordonnées  de  ses  foyers  sont 


X  z=z       c  ces  a  /  „ 

\  pour  F, 
j  =  —  c  sin  a  )  ' 


\  pour  F'. 
y  =.       csina  J 


y- 

La  condition  de  tangence  des  deux  courbes  conduit  A 

(i)  4^*-H8c2sinacosax'*—  ^a'b^  =^  o, 

ce  qui  détermine  les  foyers  de  l'hyperbole ,  et  on  a 

FV*  iFv'=  ^x"  -4-  8c»  sinacosa^'»  -h  c^  =  c«  -h  4  a'  b\ 
en  vertu  de  l'équation  (i).  c.  q.  f.  d. 


SOLUTiO.V  DE  LA  OUKSTION  S80 

(voir  p.  139). 

Par  m.  JAUFROID. 


En  posant 

«'  =  X, 

la  premièiedes  équations  de  M.  Lamé  devient 

x»~3A'j:'-|-5AMi  —  v'jx- A«(i  — 37'4-27\)=:o; 

le  dernier  terme  s'annulant  pour  y  i=  i ,  se  décompose 
facilement  en  facteurs.  Ce  qui  permet  de  découvrir  faci- 
lement que  les  racines  sont 

.r'  =  x"=A={l  — y),      .r'"  =zk^[i  +■  0.7). 
On  peut  aussi  faire  disparaître  le  second  terme,  ce  qui 


(  =96  ) 
donne 

on  peut  l'écrire  de  la  manière  suivante 

(^3  _  A<  ^,^)  —  (  2  A<  /  j  -h  2  A«  7»)  —  o 
ou 

r(7'-A^7')— 2A^7'(r-i-A»7)==o, 

et  Ton  voit  que/  -h  A*  y  est  facteur,  d'où 

r  =  — A^7. 

la  solution  s'achève  facilement. 

La  deuxième  équation  proposée  a-t-elle  été  exactement 
copiée  (*)? 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  586 

(?olr  p.  140); 

Pak  m.  CBERPIN, 

Elève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Buuquet), 
Et  m.   F.   SIACCI,  de  Rome. 


Géométrie  descn'/jtii^e.  Étant  données  deux  droites  A 
et  B  dans  l'espace,  construire  une  troisième  droite  qui 
fasse  avec  A  un  angle  donné  a  et  avec  B  un  angle  (3. 

(Desgranges.) 

Soient  A  et  B  ces  deux  droites  dans  l'espace.  Je  veux 
construire  une  droite  qui  fasse  avec  A  un  angle  a  et  avec 
B  un  angle  jS. 

Par  un  point  M  pris  sur  A  je  mène  un  droite  MB' 
parallèle  à  B.  Puis  je  considère  MA  comme  Taxe  d'un  cône 

C)  Oui  (Lamé,  p.  r>i  ).     Tm. 


(  «97  ) 
dont  Tangle  au  sommet  est  a,  et  MB'  comme  l'axe  d'un 
cône  dont  l'angle  au  sommet  est  |3.  Supposons  d'abord 

que 

a-4-fi>AMB. 

Dans  ce  cas  les  deux  cônes  se  couperont  suivant  deux 
arêtes  faisant  avec  A  et  avec  B'  les  angles  demandés.  Cela 
posé,  soit  MR  une  de  ces  arêtes  ;  par  un  point  K  pris  sur 
MB  je  mène  une  droite  KR'  parallèle  à  MR  et  je  fais  passer 
uu  plan  par  KB  et  par  KR'.  Ce  plan  coupe  la  droite  A  sui- 
vant un  plan  P.  Je  mène  PP'  parallèle  à  MR  et  je  dis  que 
la  droite  PP'  est  la  droite  cherchée.  En  effet,  PP'  est  pa- 
rallèle à  MR;  donc  les  angles  AMR  et  APP'  sont  égaux 
entre  eux  et  égaux  à  a.  Maintenant  BK  est  parallèle  à 
B'M,  PP'  est  parallèle  à  MR.  Donc 

PP'B  =  RMB'  =  B; 

il  y  aura  donc  deux  solutions. 
Si 

a  -h  p  =r  AMB', 

il  n'y  aura  plus  qu'une  solution  5  si 

a-|-p<AMB', 

il  n'y  aura  plus  de  solution. 


SOLUTION  ANALYTIOUE  DE  L4  QUESTION  587 

(voir  p.  1*0); 

Par   m.  BLANCHÉARRAULT, 

Elève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet), 

ET  M.  C.  KESSLER, 

Elève  du  lycée  Saint-Louis. 


Quelle  est  la  sivface  engendrée  par  une  droite  assu- 
jcuicà  glisser  sur  deux  droites  A  et  B  et  telle,  que  dans 


(  =^98  ) 
chacune  de  ses  positions  Tangle  qu'elle  fail  avec  A  est 
égal  à  Tangle  qu'elle  fait  avec  B. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  plus  courte  distance  des 
deux  droites,  pour  origine  le  milieu  de  celle-ci  et  pour  axe 
des  X  et  des  y  les  bissectrices  de  l'angle  des  deux  droites 
données. 

Si  Ton  désigne  par  ac  la  plus  courte  distance,  les  équa- 
tions des  deux  droites  données  sont 

(.)  {'='' 

{  y  =.  —  iitjr. 
Une  droite  quelconque  prise  à  volonté  a  pour  équations 

(3)  ^— "^1  _,r-~r»__    g 

cosa  cosp  COS7 

En  désignant  par  a^y  les  angles  que  fait  cette  droite  avec 
les  axes  et  par  0:1^1  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
du  plan  des  jy,  si  l'on  veut  que  la  droite  (3)  rencontre  la 
droite  (i),  il  suffit  d'exprimer  que  les  quatie  équations  de 
ces  deux  droites  ont  un  système  commun  de  solution,  ce 
qui  donne  une  équation  de  condition 

A,  =  0. 

Si  Ton  exprime  que  la  génératrice  rencontre  la  droite  (2), 
on  aura  encore  une  équation  de  condition 

B,  =  0. 

Actuellement  exprimons  que  la  droite  satisfait  à  la  condi- 
tion énoncée  de  faire  avec  la  droite  A  le  même  angle  qu'a- 
vec la  droite  B.  Si  nous  désignons  par  a',  j3',  a",  j3"les 
angles  que  chacune  de  ces  droites  fair  avec  les  axes  des  JC 


(  ^99  ) 
et  desjr^  nous  aurons 

CCS  a'  =:±cos«", 

C08p'=±C0Sp''. 

Par  conséquent  la  condition  qui  exprime  que  Tangle  de 
la  génératrice  avec  A  est  le  même  qu'avec  B  se  réduit  à 

ces  a  cos  otf  -f-  ces  p  ces  p'  =  ±  ces  a  ces  a'  ±  cos  p  cos  p'. 

Ces  quatre  équations  se  réduisent  à  deux.  En  effet,  si  l'on 
prend  les  deux  signes  +  dans  le  second  membre,  elle  se 
réduit  à  une  identité;  si  l'on  prend  les  deux  signes  •— , 
on  a 

cos  a  cosa'  H-  cos^  cosp'  =  o, 

ou,  remplaçant  cosa',  cos|3'  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  m, 

cosa  -H  /Tiaf  =  o. 

D'ailleurs  — ;;  est  éeal  à  l'inverse  du  coefficient  angulaire 
cosp         °  ^ 

de  la  projection  de  la  droite  (3)  sur  le  plan  des  jr^-,  donc 

cette  relation  exprime  que  cette  projection  et  par  suite  la 

droite  (3)  est  perpendiculaire  sur  la  droite  mx^  condition 

qui  ne  peut  être  réalisée  que  pour  Taxe  des  z.  Les  deux 

seules  équations  relatives  à  la  question  sont  donc 

cosa  cosa'  =  o     et     cosa  =  o , 
cQsp  cosp'  =  o     et     cosp  =  o. 

La  première  exprime  que  la  génératrice  se  meut  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  des  zx-^  donc  la  surface 
engendrée  est  celle  d'une  droite  assujettie  à  glisser  sur 
ienx  autres  exactement  parallèles  à  un  plan  fixe;  donc  le 
lieu  est  un  paraboloïde  liyperbolique,  Dv  même 

cosp  =  o 


(  3oo  ) 
exprime  que  la  génératrice  demeure  parallèle  au  plan  des 
zx]  donc  la  surface  engendrée  est  encore  un  paraboloïde 
hyperbolique  ayant  le  plan  des  zx  pour  plan  directeur.  Si 
on  voulait  avoir  leurs  équations,  il  suffirait  déconsidérer 
successivement  les  équations 

cosa  =  o,     cosp  =  o, 

puis  de  les  joindre  aux  relations 

A,  =  o,     B,  =0, 

ainsi  qu'aux  équations  de  la  génératrice.  L'élimination 
de  j^i,  ^1,  a|3y  donnera  les  équations  des  deux  parabo* 
loïdes.  On  trouve  ainsi  facilement  : 

cy  :=  mzx     et     mcx  =  zy\ 

ce  qui  fait  voir  que  les  axes  de  coordonnées  ox,  oy^  oz  ap- 
partiennent à  la  surface,  circonstance  évidente  à  priori. 

Note,  M.  C.  Kessler  donne  aussi  une  solution  géomé- 
trique fondée  sur  ce  que  la  surface  cherchée  est  engendrée 
par  une  droite  glissant  sur  deux  autres  droites  et  restant 
parallèle  au  plan  bissecteur  de  Fangle  de  ces  deux 
droites. 

MM.  Martin,  Maury,  Cherpin,  Daugin,  élèves  du  ly- 
cée Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Bouquet),  ont  aussi  en- 
voyé des  solutions  à  peu  près  identiques. 


(3o,  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  S69 

(TOir  p.  111)  ; 

Par  m.  BLANCHÉ-ARRAULT, 

Elève  du  lycée  Louis>le-Grand, 

Et  MiM.  CORNU  et  CUENOUD,  de  Lausanne. 


Étant  donne  un  triangle  rectangle  ABC,  sur  AB,  comme 
diamètre,  on  décrit  une  demi-circonférence  qui  coupe 
l'hypoténuse  AC  en  un  point  E;  si  l'on  a 

AE  =  BC, 

alors  AE  est  égal  au  quadrant  de  la  circonférence  à  un 
millième  près. 

Désignons  par  abc  les  trois  côtés,  c  le  côté  AB  et  b  le 
côté  BC  ou  son  égal  AE-,  soit  h  la  hauteur  BE  du  triangle, 
nous  avons  la  relation 

bc  =  ah     ou     6'  c^  =  a'  ^'. 

Comme  le  triangle  rectangle  donné  est  rectangle  ainsi  que 
le  triangle  ABE,  nous  avons 

ou 

b^ ^2  c'  — .  c<  =  o, 

équation  d'où  Ton  tire 

b=z^ 


c  Vv^  —  I 


2j 

On  sait  que 

V'^  =  2 ,  28606797  74  •  •  •  j 


(3oa) 
d'où  il  suit  que 


l2EÏ  =  o,,86,5.3.... 


Considérons  la  différence  entre  b  et  le  quadrant  du 
cercle,  c'est-à-dîre  entre  i  et  -r-j  il  vient 


'-T='(^-î) 

=  c  (O97861513.  .  .  —  0,785398.  . .), 
d'où 

b 7"  ==  ^  {0,0007532). 

D'où  Ton  voit  que  la  difiérence  entre  le  côté  AE  ou  h  e 
le  quadrant  du  cercle  est  plus  petite  qu'un  millième. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  584 

(TOir  p.  140); 

Pae  m.  mention, 

Professeur. 


En  admettant  la  notion  du  cercle  focal,  le  thëo* 
rème  584  de  M.  Faure  se  démontre  instantanément. 

Je  rappellerai  d'abord  que  la  distance  du  point  de  coD' 

cours  de  deux  tangentes  à  une  conique  aux  quatre  rayons 

vecteurs  de  contact  est  le  rayon  focal  (*).  La  surface 

kk' k" 
d'un  triangle  circonscrit  s'exprime  par  ■'     ■      (p  para 


(»)  Voir  t.  XVII,  p.  322. 


( 

3o3  ) 

« 

mèlre 

k     h' 

A"  les 

rayons  focaux  correspondants  aux  trois 

sommets). 

Us 

'agii  de  prouver  que 

8*  = 

{-% 

b 

*»-^ 

•   * 

'    Or 

1 

1 

cos/ 

I 

ces/' 

I 

9             

I 

^3 

COS/'' 

f 
i 
1 

■  ^ï 

I 
''3 

'  9 

I 

f)i',i"  étant  les  angles  des  normales  relatives  aux  points 
de  contact  avec  les  rayons  vecteurs. 
Maintenant  il  est  clair  que 


-7-»        hz=: 77-,        c: 


COSf'  COSI 

Donc 

b  c         a  , 

h   n   "3 

ainsi  Ton  retombe  sur 

p 

h  ne  vois  pas  comment,  en  dehors  du  procédé  de  rela- 
tions métriques  qui  a  manifestement  conduit  l'auteur  à 
ce  théorème,  on  éviterait  d'inextricables  calculs,  sans  le 
cercle  focal. 


(  3o4  ) 

RELATIONS  ENTRE  TROIS  DIAMÈTRES  CONJUGUÉS 
DUNE  SURFACE  DU  SECOND  DEGRÉ; 

Par  m.  HOUSEL. 


Considérons  la  surface  rapportée  à  son  centre  comme 
origine  (ce  qui  ne  changera  rien  à  la  généralité  des  ré* 
sultats  relatifs  aux  directions)  et  soit  OM  un  diamètre 
représenté  par 

r y z 

a       b      c 

L'équation  du  plan  diamétral  qui  divise  en  parties  égale 
les  cordes  parallèles  à  cette  droite  sera 

û  (  A.r  4-  B"7  -f.  B'  z)  +  ô  ( A>  -|-  B"  a:  4-  Bz) 

-f- <:  (  A"  3 -f- B  '  ar  +  B  7  )  =  o . 

Mais  comme  ce  plan  contient  le  second  diamètre  repré^ 
sente  par 

X        y        z 

tout  se  réduit  à 

a  (A«'  -f-  B"  h'  4-  B'  c')  4-  6  (  A'  ^'  -h  B"  a'  +  B  V)    ,   .,    ' 
^  c  (A'^c'  -h  Wa'  +  Bé')  =0  .'^ 
ou  bien 

I  kaa'  4-  A'  bb'  +  A"  rc'  4-  B  (  bc'  4-  b'  c)  4.  B'  ( //c'  4-  «^ 
^'^   (  ^'R"[ab'^n'b)z=o, 

équation  symétrique. 


(  3o5  ) 
Le  troisième  diamètre  OM'^  donnera  de  même 

j  kaa!' -h  A hh"  -4-  k" ce"  -f-  B  (  hd*  -f-  b"  c)  4-  B'  {ac"  -+-  a" c) 

Mais  si,  de  plus,  OM'  et  OM"  sont  conjugués  dans  leur 
plan,  MOM'sera  le  plan  diamétral  correspondant  à  OM'', 
et  nous  aurons  de  même 


A/i'  a    -h  A'  h'  b"  -f-  A"  c!  c"  4-  B  (6'  c*^  -+-  ^'^  c') 


i 

(  H-B'^{«'^"-f./i"è')  =  o. 


équation  dont  la  symétrie  prouve  que  MOM''  est  aussi  le 
plan  diamétral  correspondant  à  OM'. 

Ainsi  les  équations  (i),  (2),  (3)  sont  nécessaires  et 
suffisantes  pour  que  OM,  Oi\l\  OIVF  fassent  un  système 
de  diamètres  conjugués. 


DÉTERMINATION  DES  ÉLÉMENTS  DUN  PARABOLOIDE; 

Par  m.  HOUSEL, 

Professeur. 


Ltant  donnée  Téquation  d'une  surface  du  second  de- 
Irapportée  à  des  axes  quelconques  ôt  même  obliques, 
lait  trouver  tous  les  éléments  de  cette  surface  si  elle  a 
beurre.  Nous  allons  résoudre  le  même  problème  pour 
paraboloïde,  question  qui  n'a  pas  encore  été,  à  ce  que 
croyons,  traitée  jusqu'à  présent  d'une  manière  com- 
pte. 

I.  Soit 

\         -+-  2C.r  4-  7X'r  -+-  2C"3  H-  E  -  o 
iini».  iie  »l^thrim,it,,  t.  XX.  (AoAt  iSGi.)  '-*«> 


(  3o6  ) 
l'équation  d'une  surface  quelconque  du  second  degré; 
soient  ^lelv  les  coefficients  angulaires  d'un  de  ses  axes 
principaux,  on  a 

S  =       Ajx-4-B^S-hB^      _       AS  +  B-+-B^>      . 

,  p  -t-  V  CCIS  .r:r  -f-  VDSXZ         v  -f-  /x  COS  XY  -+-  COS  YZ 

{^)        { 

A''-+-Bv-|-BV 


•  V  COS  Jl 

Mais,  pour  Taxe  diamétral  d'un  paraboloïde,  S  =r  o  ;  donc 

i    Ap-+-B"v-f-B'  =  o, 


(3) 

1  ^""^ 
A" 

v-f-BH-B'' 

f^ 

=  o, 

-l-Bv-hB' 

f* 

=  o. 

On 

en  tire 

P  = 

A'B' 
B"'  - 

~BB^ 
-AA''      ^ 

AB  — 

B'B" 

B"'- 

-AA'  ' 

ainsi  que  la  relation  connue 

AB'^-h  A'  B" -i-  A"  B"'  —  AA'  A'  —  7. BB' B'  =  o, 
qui  donne  aussi 

(4)  (  AB  —  B'  B''y  =  (B'2  —  AA'')(B'''  —  A  A'), 

avec  deux  autres  relations  analogues. 

On  en  conclut  que  le  dénominateur  des  valeurs  de  fx  et 
de  V  peut  toujours  être  supposé  différent  de  zéro,  car  Ion 
supposera,  en  changeant,  s'il  le  faut,  x  en  ;^  ou  en  z,  et 
réciproquement,  que  B"*  —  A  A'  est  celle  des  trois  quan- 
tités B«— A'A",  B"  — AA'',  B"^  — AA'  qui  n'est  pas 
nulle.  En  effet,  si  toutes  trois  étaient  nulles,  l'équa- 
tion (4)  et  les  relations  analogues  prouvent  que  l'on  au- 
rait aussi 

AB  —  B'  B"  =  o,     A'  B'  —  BB "  =  o,     A" B'  —  BB'  =  o  : 


(3o7) 
alors  on  reconnaît  que  la  surface  dégénérerait  en  cy- 
iindr^. 

L'équation  (4)  montre  en  passant  que  ces  trois  quan- 
tités sont  généi^lement  de  même  signe,  puisque  le  pro- 
duit de  deux  d'entre  elles  est  un  carré. 

n.  Soient  x\y\  z*  les  coordonnées  du  sommet,  le  plan 
rsmgent  en  ce  point  est  perpendiculaire  a  Taxe  diamétral  ; 
oxi  a  donc 

l  "^  h' 


h" 
^''^îlalîons  dans  lesquelles 

A  =  |X  H-  V  COSrj  -h  COSJTS  , 

A'  =  V  -h  f*  ces J7J  H-  cosyz , 

//"=  I  H-  ^COS  JTZ  -\-  V  cos/z. 

Soit  jo  la  valeur  commune  des  rapports  précédents,  on  a 

/  A:c'-hB"/-hB'2'-f-C=:^i^, 
(5)  .  )  A'/-+-B"a;'-t-B3'-hC'=:/)A', 

Multiplions. la  première  de  ces  égalités  par  ^,  la  seconde 
par  V,  et  ajoutons-les  toutes  trois,  il  reste 

Cp-hCSH-C''  =  /=(//ft4-A'v-+-//') 
t*t 

CpiH-Cv-f-C^ 

"        I  -+-  |x^  -f-  v^  -h  2  fjLv  cosa;/  -f-  2  p  cos.rz  ^-  2  vcosj^ 

quantité  connue  et  finie,  car  elle  a  pour  dénominateur  le 
carré  de  la  diagonale  du  parallélipipède  formé  en  prenant 
sur  les  axes  des  .r,  desy  et  des  z  les  quantités  |:x,  v,  et  i. 

20. 


(  3o8  ) 
De  plus  p  uesi  jamais  nul^  autrement  les  équations  (5) 
deviendraient  celles  qui  donnent  le  centre  :  comme  il  n*y 
a  pas  de  centre  unique,  la  surface  en  aurait  une  infinité 
et  serait  un  cylindre. 

Comme  rien  n^indique  encore  que  le  point  représenté 
par  x\  x\  2' soit  sur  la  surface,  les  équations  (5)  se  ré- 
duisent aux  deux  premières,  qui  donnent 

x'  (B''»  —  AA'  )  -f-  z'  (BB"  —  A'  B'  ) 

=  p(B'^^'-A'A)-hA'C  — B'^C, 

y  ( B"»  —  AA')  -h z'  (B'  B"  —  AB ) 

=  p(B"A^  AA')-f-AC'  — B"B. 

En  divisant  par  B"* —  A  A',  qui  n'est  jamais  nul,  on  a  aussi 

(6)  a:'  — fA«'  =  R,     y— vz'  =  R', 

R  et  R'  étant  connus. 

in.  Dans  Téqualion  (1),  remplaçant  A,  A',  A"  pai' 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (3),  on  obtient 

B'  B  B'' 

—  (x  —  pz)'-!--  (r  — ^•'2)'H —  (^J^  — f*r)' 

p  V  piv 

=  2  Cr  -f-  9.  C  J  H-  2  C"  z  -h  R , 

et  nous  supposerons  cette  équation  accentuée  pour  les 
coordonnées  du  sommet  :  alors  les  carrés  qu'elle  con- 
tient sont  connus,  car 

va:'  —  fA>'  =  Rp--R'v, 

et  il  4feste 

(7)  C.r'H-C'/-|-C"z'=H, 

égalité  dont  le  second  membre  est  connu  et  qui  achève, 
avec  les  équations  (6),  de  déterminer  le  sommet  par  des 


{  3o9) 
relations  du  premier  degré.  Cepeiidanl,  si  Ton  remplace 
dans  Téquation  (y)  j:' et  y' par  leurs  valeurs,  le  coefli- 
^ient  de  z^  sera 

el  la  surface,  comme  ou  Fa  vu,  dégénère  eu  cylindre  pour 

Cfx-f-Cv-hC"  =  o. 

Cette  transformation  suppose  fx  et  v  différents  de  zéro  ; 
sî,  par  exemple,  |tjt=  o,  les  équations  (3)  donnent 

B'==  — B"v,     A'  =  — ?,     A'=:-Bv, 

V 

^^  l  réquation  (i)  devient 

A«»H-2B"a:(j  — vz) (j  — v«)' 

H-  2  C  j:  -f-  2  C\r  -h-  2  C"  3  -4-  E  =  o . 
Alors 

«lil  reste 
Enfin,  pour 

/A=0,        V=0, 

Jes  équations  (3)  donnent 

B'=o,     B  =  o,     A"=o, 
*t  l'équation  (i)  se  réduit  à 

A^'-i-A'/'-|-2B"j:/-h2Cx-h2C'7  4-2C"z-|-K=:i). 
Ici 

^*  reste  donc 


(  3io  ) 
IV.  Pour  trcu\er  les  directions  des  deux  autres  axes, 
il  faut  recourir  à  l'équation  qui  les  détermine  dans  une 
surface  quelconque  du  second  degré.  Comme  il  s^agit 
d'un  paraboloïde,  cette  équation  se  réduit  au  second  de- 
gré; de  plus  le  terme  indépendant,  qui  est 

A'A"  — B'-i-AA"  — B^'H-AA'— B"* 

-h  2  cosxf  (  BB'  —  A''B")  -h  2  cosxz  ( BB"  —  A'  B' » 
-+-2cos/s(B'B"  — AB), 

se  transforme,  si  Ton  observe  que  les  éi{uations  (3),  d'où 
l'on  a  déjà  tiré, 

A' B'  —  BB"  =  p  (B"»  —  AA') 
et 

AB  — B'B"  =  V   B''— AA'  , 

donnent  aussi 

A"B'  —  BB'~v(A'B  —  BB'';  =  fxv(B''  —  AA'    , 

B^—  A' A"  =  fx  (A'  B'— BB")  =  p»  (B"»  —  AA') , 
B'»  —  AA"  =  V  ( AB  —  B'  B")=:  v'  (B"'  —  AA'); 

celle  équation  devient  donc 

S'  (  I  —  cos'.rj  —  cos'xz  —  ces' j5  -i-  2  cos xj  cosxz  cosyz) 


i       A  sm^jz  H-  A  sm'  J73  -h  A   siwyx  \ 

\  —  2 B"  (ces j;x  —  cosxz  cosyz )  f 

—  S  <  * 

—  2  B'  (  cosxz  —  ces  jTj  CCS  yz  ) 


A  sin' j3-f-  A'  sin' J73  -|-  A''  sin'jr-r 

(  I  -f-  a»  -h  v^  -h  2  av  COS.rr  -f-  2  a  CCS  XZ  \ 
\  H-  2  V  ces  JC  y 


—  2  B  (  cos  yz  —  ros  xy  ces  xz  ) 


Le  terme  indépendant  ne  peut  être  nul,  non  plus  que  le 
coefficient  de  S',  qui  est  le  volume  du  par.dlélipipède  fait 
sur  trois  lonf;iienrs  égales   à   l'unité  et  portées  sur  les 


(3ii) 
axes:  ainsi  les  raciues  S^^  Si  ne  seront  jamais  nulles  ni 
infinies.  Enfin  les  équations  (2)  nous  donneront,  par 
exemple, 


Vi  =- 


(S,cosarz— B')(S,  — A')  — (Sjcosjz— B)(S,cosjrr  — B") 
(Sjcosxr  — B")»  — (S,—  A)  (S,  —A')  ' 

(S,cosr«  — B)(S,— A)— (SîCOSjrz  —  B')  (Socosary  — B") 


(S,cosxr  — B'O^  — lSa-A)(Sa  — A') 


De  même  Si  donnera  fii  et  Vi  :  ces  valeurs  sont  indéter- 
minées pour  Si  =  Sg,  quand  la  surface  est  de  révolution. 

V.  L'équation  du  paraboloïde  rapporté  à  ces  nouveaux 
axes  sera  de  la  forme 

Y^±:M'X^  =  2PZ, 

en  prenant  Taxe  diamétral  pour  celui  des  Z.  Ce  parabo- 
loïde sera  elliptique  pour  le  signe  supérieur  et  hyperbo- 
lique pour  le  signe  inférieur;  le  premier  cas  aura  lieu  si 
Si  et  Ss  sont  de  même  signe,  et  le  second  cas  si  ces  racines 
sont  de  signe  contraire.  En  effet,  dans  une  surface  à 
centre,  soient  R|  et  RJ  les  carrés  des  demi-axes  princi- 
paux comptés  sur  les  directions  qui  correspondent  à  Sj  et 
à  Sj,  on  a 

R,  Si  =.  RjSa  : 

or,  dans  la  suiface  d'où  dérive  le  paraboloïde,  on  a 

Cl  pour  celui-ri  on  a  toujours  à  la  limite 

M'  =  |i, 
on  admcllant  qur  S|  ronrspondo  à  X  et  Ss  •«  Y, 


Ainsi  on  détermine  M'  qui  est  toujours  fini,  puisque  S^^^ 
et  St  diffèrent  de  zéro. 

VI.  Il  reste  à  connaître  P.  Pour  cela,  trausportoi^cr:::<2] 
Forigine  au  sommet,  sans  changer  la  direction  des  cooi^^-  ^ 
données,  ce  qui  revient  à  remplacer  a:,  y  et  z  par  x-f- a:  -^:;;;^ 
y -{-y'  et  z-{-  z'  i  d'après  les  équations  (5),  la  nouveP  ^| 
équation  de  la  surface  sera 

fk3r-\-My^-^  A"  z*  -h  2  Bjz  -h  2  B'  xz  -h  2  B"  xy 

D'un  point  de  Taxe  diamétral,  pris  à  la  distance  Z  j^ 

sommet,  menons  à  Taxe  des  Y  une  parallèle, pour  laquei;:^//^ 
X  =  o,  puisqu'elle  est  dans  le  plan  des  ZY,  et  qui  r-    „^u. 
contrera  la  surface  en  deux  points  pour  les([uels  Y  a  — mj.^ 
des  valeurs  égales  et  de  signe  contraire.  Pour  ces  val^  ars 

et  il  faut  calculer  Z  et  Y. 

Soient 

3,,     jT,  =  f*3,     et    Xi  =  vz, 

les  coordonnées  de  ce  point  pris  sur  Taxe  diamétral;  il 
est  clair  que 

Z  =  z,  y  I  -4-  p'  H-  v'  -h  2 (XV  cos j?j  -I-  2  fx  ces j:z  -h  2 v  cos^?». 

Les  équations  de  la  parallèle  seront 

jr  — .r,  =p,  (z  — z,),      X — J.  =  v,  (z  — z,), 

d'où  Ton  lire 

a;  =  ^z, -4-pj(z  — z,), 

-•=:vz,  -t-vj(z  —  z,) 


(  3i3  ) 
valeurs  qu41  faut  substituer  daus  l'ëquatiou  (8)  en  or- 
donnant par  rapport  à  z  —  «i-  Du  reste 


Y*  =  (z  ■ 


,  /n-fA;-i-v;-h2fx,vjcosxr  \ 

\    -f-   ?  pj  COSarZ  H-  2V2  CCS  J3  / 


et  comme  on  sait  que  Y  doit  avoir  deux  valeurs  égales  et 
de  signe  contraire,  il  doit  en  être  de  même  pour  z  —  z^\ 
c'est-à-dire  que,  dans  cette  substitution,  les  termes  qui 
contiennent  z  —  Zi  à  la  première  puissance  disparaîtront 
d'eux-mêmes,  ce  qui  dispense  de  les  calculer. 

Le  terme  en  z^  disparaîtra  aussi,   à  cause  des  équa- 
tions (3  ) ,  car  son  coefficient  sera 

Apt»  +  AS^-hA''-f-2BvH-2B'fx-h2B"p 
=:f*(AfA-|-B'-}-B"v)-|-v(A'v-f-B-|-B'»-|-A''-hBv-hBV  =  o; 

enfin  celui  de  z^  est 

2p  (A fx  H-  //  V  4-  h")  =  2  (Cfz  -f-  C  V  -f-C'O, 

comme  on  Ta  vu  plus  haut. 
Le  coefficient  de  (^  —  z,)*est 

Af*;  4-  A'  vj  -H  A'' -h  2Bv,  -h  2BV,  H-  2B''  p,  v,, 

et  les  équations.  (  2  )  font  voir,  par  un  calcul  analogue  au 
précédent,  que  ce  coefficient  est  égal  à 

S2  (i  -h  /*î  H- vj  -4-  2pjV2COSj:/  -+-  2p,  cosorz  -f-  2V2  cosjz). 

Il  reste  donc 

S2Y'-f-23.  (CfA-4-C'v-f-C"j=o 
cl 

2z,  (CjxH-C/v-hC') 


Y»  =  -~ 


S, 
ensuite 

C/x  -h  Cv  4-  CI' 


P=: 


S;  \/ 1  -f-  fx*  -h  V  4-  2  juiv  cos.rj  H-  2  fx  cos-rz  4-  av  cos  j2 


(  3i4  ) 

iNous  ue  considérons  pas  le  signe  de  P,  c[ue  l'ou  prend 
toujours  positif,  mais  celui  de  Y'  est  important,  car  il 
montre  que  Zi  correspond  à  la  partie  positive  de  Taxe 
des  Z,  si  le  signe  de  Zi  est  contraire  à  celui  du  rapport 

s. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  574 

(foir  p«g6  llSj  ; 

Par    m.    CUENOUD,    de   Lausanne. 


(L'énonce  ronlerme   une  faute  d'impression  dans  la 


phrase  :  «  paraboloïde  décrit  par  la  droite  B'C  se  môw- 
vaut,  etc.;  »  il  faut  lire IV C.) 
Je  pose 

Angle  BAC=  A. 
Il  faut  démontrer  que  I  on  a 


vol.  du    (        '  /    •     A  I 


pcntaèdro  f       S 


(*+;*')+'•'(*'  +  ;*)]• 


(  '"5  ) 

Les  aréles  AB  etÂ'B'  sont  évideuimenl  parallèles,  ainsi 
que  AC  et  A'C,  eu  soiteque  l'angle  B'A'C  — BAC  r=  A. 

Je  mène  le  plan  A' DE  parallèle  aux  deux  directrices 
BB'  et  ce  du  paraboloïde.  Il  coupe  les  faces  ABB'A'  et 
ACC'A'  suivant  les  droites  A'D  et  A'E  respectivement 
parallèles  à  BB'  et  CC.  Ce  plan  décompose  le  pentaèdre 
en  deux  parties,  la  pyramide  iriatigulaire  A'ADE  et 
riiexaèdre  A'DEBCB'C.  J'évalue  séparément  les  vo- 
lumes de  ces  deux  parties. 

vol.  pyramide  A'ADE  zm  -^h,  surf  AD£, 
Surf  ADK  =  -AD.AE.  sin  A  = -{r  —  r')  (*  —  b')  sinA, 
d'où 
(i)      vol.  pyramide  AA'DE  =  ^  /f  .sin  A(^  —  b'){c  —  c'). 

Pour  calculer  le  volume  de  l'hexaèdre,  je  partage  la 
hauteur  h  en  un  grand  nombre  de  parties  égales  et  je 
mène  par  chaque  point  de  division  un  plan  parallèle  aux 
bases  ABC,  A'B'C^  plan  qui  coupe  le  paraboloïde  sui- 
vant l'une  de  ses  génératrices  rectilignes,  telle  que  FG, 
et  l'hexaèdre  suivant  un  quadrilatère  tel  que  IFGH.  En 
construisant  sur  chacune  de  ces  sections  un  prisme  limité 
à  la  section  suivante,  on  aura 

vol.  de  l'hexaèdre  =  lim.  somme  des  |)rismes, 

le  nombre  des  parties  en  lesquelles  on  divise  la  hauteur 
devenant  iniiniment  grand. 

Je  désigne  par  Qh  l'une  des  parties  de  la  hauteur,  par 
//  le  nombre  de  ces  parties  et  par  a,,  Taire  de  la  section 
IFGH  qui  passe  par  le  p'^""'  point  de  division  de  la  liau- 
tcurà  partir  de  la  base  supérieure. 


(  3.6  ) 
J'ai 

2fl^  =  lF.GHsin(IF.GH)-|-IF.IHsin(IF.IH) 

-HlH.HGsin(IH.HG) 

Or 

IF  =  c/,      GH=:^', 
sin(IF.GH)=sinA, 
sin(IF.IH)  =  sinBDE, 

sin(IH.HG)  =  sinDEC, 
d'où 

2rt^  =  6'c'sin  A -+- IH(c'8inBDE -f- ^' sin  DEC). 

Les  triangles  semblables  A'IH,  A'DE  douneni 

15.—  ^  —  P 
DE""  A'D~"/î' 

d'où 

DE 

n 

et  conséquemmenl 

DE 

-zap  =  b'c'siîiA  -+-/?.  —  (c'sm  BDE  -h  A'sinDEC), 

Le  triangle  ADE  donne 

AE  __  sinBDE 
DÊ"~    sinA 

AD       sinDEC 


Cl 


d'où 

et 

ou 


DE  ~     sinA 
DEsinDEC  =  AD  sinA 
DEsinBDE=  AEsinA, 

DE  sin  DEC  =  (  f  —  c')  sin  A 


(3'7) 
et 

DE.sinBDE  =  (^  — 6')sinA. 


Ces  valeurs  étant  introduites  dans  la  valeur  de  a^  don- 
int 

Q^ap  =z  6'c'sinA  -f-  ^[c'(6  —  i>')sinA  -h  h'{c  —  c')sin  A] 


n 
ou 


2«p  =  sinA  I  A'c'-h^  [c'(ft  -  ^') -h  ^'(c  —  c')]  |. 

Le  volume  du  prisme  très-mince  qui  a  pour  base  a^,  et 
pour  hauteur  6h  est 

i  ÔA.sinA  I  ^V  H-^[c'(é»  -  b')  4-  b'{c  -^ c')]\. 

En  faisant  varier  p  dans  cette  expression  de  i  à  n  et 
faisant  la  somme  des  résultats  obtenus,  j'obtiens 

I         •              ï  /.i^     •    A  I      1/  /      «(/»-+•  i) 
somme  des  prismes  =  - 0^  .  sm  A  {  n.b' c'  -^ — ^ • 

2  (  2./I 

=  ^/i.9A   sinAU'c'-hi(i-4-i^ 

X[c'(ô  — 6')  +  ^'(c  — c')]|. 

Remplaçant  n  .  6A  par  h  et  passant  à  la  limite,  je 
trouve  : 

vol.de    I       ly^sin^r^.^     i.(^c'— èV+^'c-ftV)l 
l  hexaèdre  |       2  L  2  ^  '  J 

(2)    j 

=  JA.siDA(éc'-h^'c). 

4 


(3,8) 
Je  fais  la  somme  des  volumes  (i)  et  (2)  et  je  trouve 

zzzjr  h, sin\(  bc  -h  h' c'  4-  1  èc' +  -.b'c\ 
o  \  11] 

=  i  /,  sin A  [r  (b  +  i  6;)  +c'(^b-  +  ^  ij. 

Le  résultat  précédent  pourrait  aussi  se  mettre  sous  la 
forme 


La  question  5  du  Mathcmatical  Monthly  me  parait 
inexacte.  En  effet,  si  je  calcule  le  coefficient  angulairede 
la  tangente  pour  chacune  des  courbes,  ellipse  et  trajec- 
toire, j'obtiens 

1,  „.  (^r  ^^ 

pour  l  ellipse ^t"  ^^  —  A~' 

...  dr  i 

pour  la  trajectoire.  . .      — -  = 

ax  cxjr 

Désignant  par  V  Tangle  des  deux  tangentes  en  Tundcs 
points  communs  aux  deux  courbes,  j'ai 


Mn<r  V   —  ^^  ^^^  —  ^J  —  aC^^'r   — 1'  v/   A-^ 

l<tIiL.  V     —    — — — — ^-^— — —   ___  ___  ^^ 

ax  a.r  +  ùcjy-         .r        /i  4-  ùcr 

hcxy'^ 


(  :i'9  ) 

Je  remplace  ft>  *  par  i  — /7X",  el  je  trouve 
tang  V  =  --^ ==  -  X  , -" 


x,\^a-\-c  —  acx*)       x        b -h  ne  —  acx' 

résultat  qui  n'est  pas  égal  à  -  • 

On  pourrait  obtenir  un  énoncé  analogue  à  celui  repro- 
iluit  dans  les  Annales  en  changeant ré(jn:ilioii 

x=Ce     ''■ 
contre 

.y 

et  en  remplaçant  les  mois  u  dont  la  langenle  est  -  »   par 

Y 

((  dont  la  tan2ent<»  esl ». 

X 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  :(67 

(Toir  p&;!0  111); 

Par  m.  E.   MARTIN, 

Elèv«  (lu  lycée  Louis-lc-Graml. 


3e  rappelle  Ténoncé  de  cette  question  : 

Quelle  est  la  probabilité  que  l'angle  aigu  formé  par 
deux  grands  cercles  tracés  au  hasard  sur  une  sphère  soit 
comprise  entre  m  degrés  et  /i  degrés? 

Je  suppose  m<^n.  Soient  AB,  A'  B'  les  deux  grands 
cercles  de  la  sphère  dont  le  centre  est  O,  P  et  P'  leurs 
pôles;  l'angle  aigu  des  deux  cercles  est  égal  h  Tangle  aigu 
POP.  La  probabilité  cherchée  est  donc  égale  à  la  proba- 


(3a«) 
bililé  que  l'angle  P<3P'  esl  compris  enlre  m  degrés  et  n 
degrés.  On  peut  supposer  qu'un  des  deux  pèles,  le  pôle  P 
par  exemple,  soit  pris  à  volonté  sur  la  surface.  La  pro- 
babilité pour  que  le  point  P'  satisfasse  à  la  condition  de- 
mandée est  égale  au  rapport  de  la  zone  engendrée  par 
Tare  MN  à  celle  de  la  moitié  de  la  sphère,  FM  et  PN 
étant  des  arcs  de  m  et  de  n  degrés  ou 

2  7rH  (cos/7#  —  COS/Î  ' 
X  z= =  cosm  —  cos/z. 


mr  r  1  COS  Hî  COSn      ,  ,-,,    ,  , 

Xote.  Laplacc  trouve (^Ineorie  analy- 
tique fies  probabilités)^  ce  qui  semble  inexact. 


«UESTieK. 

o95.  Soit  ÂBCDE  un  polygone  funiculaire;  À  et  E  sont 
fixes;  aux  points  B,  C,  D  sont  appliquées  dans  le  plan  du 
polygone  les  forces  P,  Q,  R  ;  le  tout  est  en  équilibre. 

D'un  point  quelconque  S  dans  l'intérieur  du  polygone 
on  abaisse  respectivement  sur  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DE 
les  perpendiculaires  SK,  SG,  SH,  SI;  du  point  K  on 
abaisse  sur  la  direction  de  P  une  perpendiculaire  ren- 
contrant SG  en  L;  du  point  L  on  abaisse  une  perpendi- 
rulaire  sur  la  direction  de  la  force  Q  rencontrant  SH  en 
M;  enfin,  du  point  AI  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  la  direction  de  la  force  R,  rencontrant  SI  en  N.  On  a 

KL:LM:Mi\::P:Q:R; 

SK:SI.:SiM:SN::  tension  A  B  :  tension  BC  :  tension  CD  ;  lens.  DK. 

(Jean-Baplisle  Clâiraut.) 


(321  ) 

APPLICATION  DE  U  NOUVELLE  ANALYSE  AUX  SURFACES 
DU  SECOND  ORDRE  (fin) 

(TOlr  l.  XX,  p.  ?43); 

Par   m.    PAINVIN, 

Docteur  es  SciencoB. 


CHAPITRE    V. 

APPLICATIONS. 

§  I.  —  Polaires  réciproques  de  deux  surfaces  du  second 
degré  qui  se  coupent  suiv^ant  deux  courbes  planes. 

104.  La  première  surface  ayant  pour  équation 

(1)  S=  1^  «„^r^,=  0,         [ars  =  asr) 

l'équation  de  la  seconde  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

(2)  S'=rS-f-2MIV=ro; 
M  et  N  représentant  deux  plans  connus, 

M  =  /«,  x\  -H  m-i  X2  -4-  W;,  x^  -h  /W4  ^i--=o. 


(3) 

'   '  '  N  =  /î,  ;r,  -h  /?2  Xj  -I-  «3  X3  4-  «4  -^4  —  o . 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  pas- 
sant par  les  courbes  d'i  nlersection  des  deux  surfaces  S' et  S 
sera 

(4)  S"^S-h2XMNr=0, 

X  désignant  une  constante  indéterminée. 

105.  Ceci  posé,  cherchons  les  polaires  réciproques  des 
surfaces  S  et  S',  et  du  système  des  surfaces  S''  5  nous  dési- 
gnerons ces  réciproques  respectivement  par  2,  2',  2". 

Si  l'on  représente  par  A  le  discriminant  de  la  surface  S, 

Ann.  de  MathAn.,  t.  XX.  (Septembre  18G1.)  21 
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(3a3) 
lOG.  Introduisons  d'abord  les  notations  suivantes 


P- 


7  = 


D  ^ 


ftn 

(t,., 

f   3 

^'.i 

m 

a,, 

On 

^'.J 

/^,i 

m 

/'3. 

a,. 

^'33 

«31 

m 

Ou  Oi2  ^/u  ^'44  '''» 

77/  ///j  ///3  /;/,  0 

«Il  «12  «13  «14  «. 

«2.  «22  «23  «24  «2 

«31  «33  «33  «34  «3 

«41  «i2  «41  «44  «4 


«1  «2 


«3 


«â 


«Il         «12         «.3         «14         «'1 


«21 

«22 

«13 

«24 

«'2 

«3. 

«32 

«33 

«34 

«'3 

«41 

«42 

«43 

«44 

'«4 

«1 

«2 

«3 

«4 

0 

, 

«Il 

«12 

«13 

«i4 

'«1 

«1 

«2. 

fin 

«23 

«.« 

///, 

«2 

«31 

«32 

«33 

«3» 

«'3 

//, 

«4. 

«42 

«n 

«44 

///. 

«. 

/y/,      ///j      ///3      /;/j       o      (» 
i    «i       «2       «:i       «4       o      o 


N>  B.  a  =  o,  j3  =  o,  sont  les  conditions  pour  que  les 
ans  M  ou  N  soient  tangents  à  la  surface  S  =  o;  D  =  o 
t  la  condition  pour  que  la  droite  intersection  de  ces  deux 
i  ans  soit  aussi  tangente  à  la  surface  S. 

21 . 
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on 
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(3a4) 
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5-14- 
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(10) 
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(  3«6  ) 
En  appliquant  la  formule  générale  bien  connue 

//^P      _  ^P    r/P         dP    dV 

on  trouve,  entre  ces  déterminants,  les  relations  suivantes 
qui  nous  seront  d'une  grande  utilité  : 

/   A    D  =  ap  — y'; 
\   A.K=aQ  — 7P; 

i  ^.G  =  7--PQi 
V  a.H  =  DA— E\ 

On  conclut  de  ces  dernières  égalités 
(12)  A^H  =  AD.2-(PP'  — 27PQ-f-aQ»). 

Les  relations  (11)  nous  conduisent  à  plusieurs  consé- 
quences géométriques  : 

i*'.  Le  plan  E  passe  par  l'intersection  des  plans  P  et  Q. 

7?.  La  surface  A  est  circonscrite  à  la  réciproque  2 
suivant  la  courbe  déterminée  par  le  plan  P. 

3°.  La  surface  B,  obtenue  en  changeant  dans  A  les 
m  en  n,  est  circonscrite  à  la  réciproque  Z  suivant  la 
courbe  déterminée  par  le  plan  Q. 

4".  La  surface  G  coupe  la  réciproque  2  suivant  les 
deux  courbes  planes  P  et  Q  ; 

5**.  La  surface  H  est  circonscrite  à  la  surface  A  suivant 
la  courbe  déterminée  par  le  plan  E. 

Etc.,  etc. 
107.  Occupons-nous  maintenant  de  la   recherche  de 


(3^7  ) 
la  réciproque  2''.  Si  Ton  dé\^eloppe  par  colonnes  le  dé- 
terminant (7)  on  obtient  immédiatement 

(i3)  2"=  2  — 2G>  — HV. 

108.  En  faisant  X=:i,  et  en  ayant  égard  aux  relations 
(i  i)  et  (12),  on  trouvera  pour  la  réciproque  2'  de  S' 

(i4)  A'.2'  =  ^22  4-[pp2-|.2(A-~7)PQ4-aQ'j, 

après  avoir  posé 

(i5)  ^»  =  (A-7)»-«p. 

Enfin,  si  nous  décomposons  la  parenthèse  en  i'acleur» 
du  premier  degré,  et  que  nous  posions 

(•6)  1 

^  =  -— [pPH-(A-7-J)Q], 
0  V2  p 

nous  obtiendrons  définitivement  pour  la  réciproque  de  S' 

A' 

(17)  —  2' =  2  4-2^)11'. ^=0. 

.   Si  l'on  se  rappelle  que  la  réciproque  de  S  est 

(18)  2=.o, 

nous  conclurons,  à  l'inspection  de  ces  deux  équations,  le 
théorème  suivant  : 

Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  se  coupent  sui- 
i^ant  deux  courbes  planes,  leurs  polaires  réciproques  se 
coupent  aussi  suii^ant  deux  courbes  planes. 


(  ;i28  ) 

Et  comme  cas  par  lieu  lier  ;  Lorsque  deux  surfaces  dn 
second  degré  sont  circonscrites  Vune  à  Vautre^  il  en  est 
de  même  de  leurs  polaires  réciproques, 

§  II.  —  Equation  des  cônes  circonscrits  à  deux  surfaces 
du  second  degré. 

109.  Imaginons  les  cônes  circonscrits  aux  deux  surfaces 
du  second  degré  S  et  S',  puis  cherchous  le  système  réci- 
proque, 2  ei  S'  seront,  par  exemple,  les  réciproques  de 
S  et  S'.  Mais,  chaque  plan  langent  commun  aux  deux  sur- 
faces S  et  S'  correspondra  à  un  point  commun  aux  deux 
réciproques  2  et  2';  et,  puisque  les  plans  tangents  à  un 
même  cône  passent  par  le  même  point,  les  points  corres- 
pondants seront  dans  un  même  plan;  donc  les  deux  sur- 
faces 2  cl  2'  se  couperont  suivant  deux  courbes  planes; 
par  suite,  les  réciproques  de  2  et  2',  c'est-à-dire  S  et  S',  se 
couperont  aussi  suivant  deux  courbes  planes. 

Ainsi,  deux  surfaces  du  second  degré  ne  peuuent  auoir 
des  cônes  tangents  communs  quà  la  condition  de  se  cou- 
per suii^ant  des  courbes  planes. 

HO.  Ceci  étant  admis,  considérons  les  deux  surfaces 

-f-  2a,3  J,  Xg  H-  2  a, 4  a:,  ^4  -+-  2  aj3  Xj  x^  [  =  o, 

-h  2  ai,  j:,  074  H-  2  «34  ^^  ^t  I 

(2)  T'  =  T  —  2  OÏL  5^  =  o 

qui  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

Les  A,  a,  ]S,  y,  <î,  «„,  ont  les  significations  détermi- 
nées par  les  relations  (5),  (8),  (i5)  du  paragraphe  préré— 
denl  ;  les  plans  31L  et  ^  ont  pour  équations 

j  ,m  =  M ,  .r,  -{-  M2  JC:  -f-  M3 .7-.,  -+-  M4  jr^ , 


(  3a9  ) 
et  les  Mrf  Nr  sont  définis  comme  il  suit 


(4) 


''''=J^[^ê-i^-'-"ë;]- 


L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré,  T'', 
passant  par  l'intersection  des  deux  surfaces  T  et  'F,  sera 


(5) 


r'=T  — 2fxOivéK;,=:o. 


111.  Cherchons  maintenant  les  polaires  réciproques 
des  surfaces  T,  T,  T". 

Si  l'on  désigne  par  A'  le  discriminant  de  la  fonction  T, 
de  sorte  que 


A'  = 


<6) 


«Il      a,i      a, 3  a,4 

«ÎI         «22         «23  «24 

«31         «32         «33  «3< 

«41         «n         «<3  «14     , 

d^ 

dars 


on  aura,   d'après   les   relations  connues  sur  les  déter- 
minants réciproques, 


(7) 


A'  =  A%      A»«„: 


dor.rM 


Il  nous  sera  facile  d'avoir  les  réciproques  des  surfaces 
f,  T',  T'^^  nous  désignerons  ces  réciproques  respective- 
ment par  Sj,  S',,  S"^. 


112,   Nous  constatons  d'abord  que  la  réciproque  de  la 


{  33o  ) 


surface  T,  est 


«Il         «Il  «13  «14  -^l 

«21         «aa  «23  «24  ^^ 

«32  «33  «.«4  ^t 

«41         «42  «i3  «44  «^4 

Xx      .r,  j^3  .r^  o 


(8)  S,  =    «3,      a^î      a33      a,4      x^     =  —  A*  S, 


en  posant 

4-2^,3  JT,  XaH-îfl.^a:,  j:4-4-2<7,3.ra  J73  y 

-4-  2  flji  -^2  J^4  4-  2  £i34  .rj  0:4  ! 

113.  Pour  obtenir  la  réciproque  S",  de  T'',  il  sufïira 
de  remplacer  dans  les  formules  (7),  (8),  (9),  (10),  (n) 
du  paragraphe  précédent  les  quantités 

««,    Wr,    «;..>,   et   A 
respectivement  par 

a,.,,    RI,.,    Nr,     —  a,  et  A'. 

J'indiquerai  par  les  mêmes  lettres  accentuées  a',  j3',  /, 
ly,  F,  Q',  A',  E',  G',  H',  les  résultats  de  celte  substitution. 
Nous  aurons  ainsi 

(10)  S';  =S.-4-2GV  — H>' 

pour  la  réciproque  de  T''^  et,  en  faisant  fx  =  1 , 

(iij  S',  =8. -f-2G'  — H' 

pour  la  réciproque  de  TT. 

H 4.  Avant  d'aller  plus  loin,  il  est  nécessaire  de  déter- 
miner les  valeurs  des  quatitités  a  ,  (5',  /,  P',  Q'. 

Je  vais  indiquer  la  marche  du  calcul  pour  une  de  ces 
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^"1 

-^     1 

■ri 

-^"Ï 

O 
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8 

8 

8* 
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8 

8 

8 

8 

8 

S 

+ 
I 

«1 
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■«"l-l -rl-l"  ■?!•§ -rl-i  ® 

8              8              8              8  § 
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8               ^              8               «  S 


103. 
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+ 
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fi 
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ce 
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o 


« 


N 
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(33a) 
valeur  de  a',  respectivemeut  par  mi»  m^»  ni^t  f^kf  et 
ajoutons  à  la  cinquième^  opérons  de  la  même  manière 
sur  le  multiplicateur  de  (A  —  y  -h  ^  ) ,  en  multipliant  par 
riif  n^y  rii,  n^-^  il  viendra,  eu  égard  aux  relations  qai 
précèdent, 

./-g     f^.,[     P('/i.M,-h//î,'M,4-/îi,M3-4-/ii4M4)  ] 

En  faisant  intervenir  les  valeurs  (4)  des  M^,  N^  et,  en  se 
rappelant  la  signification  des  quantités  a,  |3,  y,  5,  définies 
par  les  égalités  (8),  (9),  (i  i)  et  (i5)  du  paragraphe  pré- 
cédent, on  trouve  la  première  des  relations  suivantes 
(les  autres  s'obtiennent  par  des  calculs  tout  à  fait  sem- 
blables) : 

(12)  ^p'=^;(A~7-cî), 


(i3) 


^  <ÎV2p' 

^v/2p 


Les  quantités  M  et  N  ont,  dans  ces  dernières  relations, 
la  signification  établie  par  les  équations  (3)  du  §  I. 

115.  Nous  pouvons  maintenant  procéder  à  la  détermi- 
nation des  réciproques  S', ,  S" ,  de  ï'  et  T". 
Nous  avons,  en  effet  (11), 


(  333  ) 
D'un  autre  côté,  nous  avons  entre  G',  H', .  . . ,  les  rela- 
tions suivantes  similaires  avec  les  relations  (i  i)  et  (la)  du 
précédent  paragraphe  : 

IA'.D'=a'p'  — 7'% 
A'.G'  =  7'S.-P'Q, 
A^H'  =  Ù'D^S.  —  (P'P''-27'P  Q'-ha'Q"). 

En  substituant  à  G',  H' ces  valeurs,  nous  conclurons 

(l5)  A^S',===[(A'-h7')*--a'p']S.-f-[P'P''-2(A'H-7')FQ'-ha'Q'']. 

Enfin,  si  l'on  a  égard  aux  relations  (7),  (12)  et  (i3), 
il  vient  définitivement 

{16)  ^s;=^(S-f  2MN). 

116.  Ainsi,  en  résumé,  la  réciproque  Si  deT  (1)  sera 

(17)  S.t=~A'S; 
et  la  réciproque  S'i  de  T'  (2)  sera 

(18)  S'.  =  -^.S'. 

Dans  ces  relations,  S  représente  le  premier  membre  de 
Téquation  générale  (9)  d'une  surface  du  second  degré; 
et  S'  est  définie  par  l'égalité 

{19)  S'==S-+-2MN. 

117.  Considérons  actuellement  le  système  des  surfaces 
S",  (10),  réciproques  des  surfaces  T'',  savoir  : 

(20)  s';  =  s,^-2G>-H>^ 

On  obtiendra  l'enveloppe  de  ces  surfaces,  en  éliminant 


(  yn  ) 

u  filtre  i>,=o  et  -— -!-  =  o;  ou  trouve  ainsi 

• 
En  remplaçant  H'  par  sa  valeur  déduite  de  ridenlllé 
(il),  et  G'  par  sa  valeur  déduite  de  la  seconde  des  équa- 
tions (i4)  ;  puis  ayant  égard  aux  relations  (  i5)  du  §  I, 
(7),  (12),  (i3),  (17)  et  (18)  du  §11,  on  trouve  enfin,  après 
quelques  réductions,  pour  Téquation  de  l'enveloppe  des 
surfaces  S",  , 

(11)  [2(A  — 7)S-+-  pM^-f-2(A— 7)MN-t-aN*p=4^»SS'. 

118.  La  forme  de  Téqualion  (21)  nous  montre  que 
Tenveloppe  des  surfaces  S",  touche  les  deux  surfaces  S 
et  S';  ce  qui  devait  être. 

Remarquons  qu'en  passant  du  système  T,  T',  T",  au 
système  réciproque,  les  plans  correspondants  des  points 
communs  aux  surfaces  T  et  T'  seront  tangents  communs 
aux  surfaces  réciproques  S,  S',  S",  ^  donc  les  réciproques 
S,  S',  S*^  seront  tangentes  à  l'enveloppe  de  ces  plans.  Or 
les  surfaces  T  et  T' se  coupent  suivant  des  courbes  planes; 
par  suite,  les  plans  polaires,  correspondant  aux  points  de 
chaque  courbe  plane,  passeront  par  un  même  point  et 
formeront  un  cône.  D'un  autre  côté,  le  système  récipro- 
que S'^  est  toujours  tangent  à  la  surface  (21),  et  comme 
il  est  tangent  aux  cônes  enveloppés  par  les  plans  polaires, 
il  en  résulte  que  V équation  (21)  est  l'équation  des  cônes 
circonscrits  aux  deux  surfaces  S  et  S',*  car  l'intersection 
de  deux  surfaces  S'^^ ,  infiniment  voisines,  lesquelles  sont 
toujours  tangentes  à  ces  cônes,  doit  se  trouver  en  même 
temps  et  sur  les  cônes  et  sur  l'enveloppe. 

119.  Dégageant  tous  ces  résultats  de  calcul,  nous  pour- 
rons nous  résumer  ainsi  : 
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Si  Von  a  deux  surfaces  du  second  degré  se  coupant 
suivant  des  courbes  planes, 


(I) 
où 

(II) 


S'==S4-2MN  =  o, 

N  =  /î,  a:,  -^  n<tX2-h  n^x^  -{-  l^^x^y 


léquation  du  couple  des  cônes  circonscrits  à  ces  deux 
surfaces  sera 

(ni)     [2(A  — 7)S4-pM'-h2(A  — 7)MN4-aN>p=4^»SS'.   . 

Dans  cette  dernière  équation^  A  désigne  le  discrimi-^ 
nant  de  la  fonction  S  ^  et  on  a  posé^  en  outre. 


(IV) 


7  = 


flf,,  an  rti3  «14  '"i 

«Jl  «22  «23  «2i  fn-i 

«3t  «32  «33  «34  f^h 

llii  /74J  /743  //h  /?/, 

W,  /Wa     Wj     /W,  O 

«Il  «12  «13  «14  'W, 

«21  «22  «23  «24  ^7 

«31  «32  «33  «34  f»Z 

«41  «42  «43  «44  '^4 

/2,  /l,       /ÎT  /Î4  O 


P  = 


«Il  «12  «13  «li  f^l 

«21  «22  «23  «2«  ^'J 

«31  «32  «33  «34  ''3 

«41  «4ï  «*.l  «44  ^'i 

//,  /t,  //,  //i  O 


'  =  (^~7r~«?. 


120.  La  forme  de  Téquaiion  (III)  nous  montre  que 
les  deux  cônes  sont  effectivement  tangents  aux  surfaces 
S  et  S'  ;  et  nous  voyons  de  plus  que  les  quatre  courbes  de 
contact  sont  sur  la  surface  du  second  degré 

(V)  <I>  =  2(A  — 7)S-hPM'-h2(/\-7)MN-f-aN». 

Cette  surface  4>  coupe  aussi  les  deux  surfaces  S  et  S' 


(  336  ) 
suivant  deux  courbes  planes, 

la  surface  S,  suivant  les  plans 

|^M-4-(A-7  — 0.>'=rO       (3; 

'  plans  I. 
la  surface  S',  suivant  les  plans  i 

;SM—  A- 7  — ^)N  =  o      2^  I 

|3M  — (A  — 7-h^  N  =  o      4 

Les  quatre  plans  (i),  (a),  (3),  (4)-  qtt>  se  coupent  sui- 
vant la  droite  (M,]V),  forment  un  faisceau  harmonique. 

121.  En  remplaçant  dans  Téquation  (in)  S  par  sa 
valeur  identique  S  +  2IVIN,  on  parvient  aisément  à  la 
mettre  sous  la  forme  : 

[2apS-f-?(A— 7)M»+2a?MN-ha'A— 7::^^p=3^»{pM»— aN»)% 

et  nous  arrivons  ainsi  à  séparer  les  équations  des  deux 
cônes. 

Les  équations  des  deux  cônes  C  et  C  circonscrits  aux 
deux  surfaces  S  et  S'  seront  donc 

C  =r2a3S  -h  5   A  —  7  -K  o'  M»-f-  2a3MN 

H-  a(A  —  7  —  rj   >''"  o, 
^VI)         { 

|C'=2apS4-  ^1  A  — 7  — ^)M»-h  aa^MN 

H-a|A  —  7  -r-0^2  —  o. 

On  constate  tout  de  suite  que  ces  deux  cônes  se  coupent 
eux-mêmes  suivant  deux  courbes  planes,  dont  les  plans 
ont  pour  équations 


(  Î37  ) 
Ces  deux  plans,  conjointement  avec  les  deux  plans 
M  et  N,  forment  encore  wn  faisceau  harmonique, 

122.  Les  équations  (VI)  des  deux  cônes  peuvent  s'é- 


crire ; 


(VIII)      < 


(  C=2apS-|-^— ^ ^,[(A  — 7-i-5)M  +  aN]S 


C'=  2apS  + ? [  (  A  ^  y  -  ^,  M  -H  aN  ]% 


OU  bien  encore,  en  remplaçant  S  par  (S' —  aMN), 

(IX) 


C=2apS'H-- ^ -[(â-7  +  J)M  — aN]', 

^  —  y  -h  à 


C'=^2«pS'+  ^~  ^P  _  ^J( A  -  7  -  ^)M  -  aN]'. 

On  vérifie  alors  que  les  cônes  C  et  C  sont  tangents 
aux  deux  surfaces  S  et  S',  et  Ion  voit  en  outre  que 

les  plans  de  contact  du  f  a^cc  S,       (  A  —  7  4-  <î)  M  -h  aN  ==  o , 
cône  C  sont  î  (  avec  S',     (  A  —  7  H-  ^)  M  —  aN  =  o  ; 

les  plans  de  contact  du  (  avec  S,      (a  —  7  —  S)  M  -t-  aN  =  o , 
cône  C  sont  :  (  avec  S',     (  A  —  7  —  ^;  M  —  a  N  =  o . 

Remarquons  que  ces  derniers  plans,  eu  égard  à  la  re- 
lation (IV)  5  coïncident  avec  les  plans  I. 
Nous  avons  ainsi  ce  théorème  remarquable  : 

La  surface  4>  (V)  contient  les  quatre  courbes  de  con-* 
^uct  des  cônes  C  et  C  at^ec  les  surfaces  S  e^  S'  5  et,  de 
plus,  ce  sont  les  courbes  suivant  lesquelles  elle  coupe 
les  deux  surfaces  S  et  S', 

123.  Enfin  par  la  droite  (M,  K)  passent  les  deux  Jais- 

Anu^dt!  Mai/untat.,  i.  XX.  ^Septembre  1861.)  ^2 


(  338  ) 
ceaux  hannoni(/ues, 

des   plans    suivant    lesquels   se  J  ^WP  —  ï*^' V^  =  <>» 
coupent  les  deux  surfaces  S  j  N  -  o, 

etS',et)esdeuxcônesCetC':(^^p^^.^-^^. 

des  plans  des  courbes  de  con-  i 

tact  des  deux  cônes,  lesquelles  |  P  M  —  (  A  —  7  —  ^  j  N  =  o , 
sont  aussi  les  intersections  de  jpM-|-(A  —  7  —  ^)N  =  o. 

surface  0  avec  les  surfaces  S  f  «  ,,       ,  .  ,    ^\ie .^ 

PM  — (A  — 7  ^-tf)N  =  o- 
et  a  :  \ 

124.  La  discussion  et  l'interpréta  lion  des  cas  particu- 
liers où  l'on  aurait  a  =  o,  ou  (3  =  o,  etc.,  ne  saurait  prŒ 
senter  de  difficultés  ;  je  ne  m'y  arrêterai  pas. 


§  ni.    —    Équation   générale   des  surfaces   réglée." 
circonscrites  à  deux  surfaces  du  second  degré. 

125.  Considérons  la  surface  du  second  degré 

(l)        ^  ff=:^arsXrX,z=  Q, 

et  la  droite  D , 

/w,  ar,  4-  /Wj  .r,  -4-  m^  x^  4-  ///<  x^  =  o^ 


/i,  j:,  H-  ^2  X'i  -h  n;\  J^^  4-  rt^  x^  =  O. 


Pour  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  surface  cj>,  i' 


{  339  ) 
faut  et  il  suffit  (chap.  II,  §  I,  n"  36)  que 


(3) 


ft\l  fi\2  «13  «M  W,  /?, 

ûïi  (lit  «ai  (tt^  nij  rti 

On  û^aa  «33  «3<  "h  "n 

fU\  ^.7  "4»  ''»<  ^"«  ''« 

W|  W...        ///:,  ///,  O  O 

//,  //,         //,  //,  O  O 


Si  l'on  multiplie  les  quatre  premières  lignes  de  ce  dé- 
terminant par  Xi^Xi^XzjXi,^  et  qu'on  ajoute  les  trois  pre- 
mières à  la  quatrième,  en  ayant  égard  aux  relations  (2)  ; 
puis  qu'on  opère  de  la  même  manière  sur  les  quatre  pre- 
mières colonnes  du  déterminant  ainsi  obtenu,  l'équa- 
tion (3)  sera  transformée  en  la  suivante  : 


(4) 


<7,,  a,,         fit: 


cJfu 


W,       //j 


«il  «»2  «73  T-         '"i          '^ 

«:n  «32  «.r»  -7—      ^"1       ''3 

(iv  ddf  fi(^  ^ 

dxx  (Li'i  djr^ 

m  y  ///a  m^  000 

//,  Ni  V/3  o         <»        o 


Or,  si  maintenant  on  pose 


«'3  //,  —    «/i//3  --    A,  , 


(  ///,  //,  -  -  ni ^  //,     ~  A/, 


nij  //, 


/// ,  // , 


puis 


(5) 
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**ll 

«♦n 

"13 

dXy 

a-n 

ai-, 

û'aa 

dy 
rfx. 

a>x 

a^i 

«^33 

d^ 
dx. 

d^ 
dr. 

4t 

et  qu'on  développe  l'équation  (4)9  on  obtient  définitive- 
ment 


(6)1 


'  da-iida..         ^ 


d^K 


da^:,da^^         *  da^^da^^ 


'  —  2X,>a 


f/^R 


ri^«,2  .fflr»: 


2X,>.3-; 3 2>2>3  3 T~  1 


da^^da^ 


=  0 


C'est  l'équation  que  doivent  vérifier  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  toute  droite  tangente  à  la  sur- 
face (P. 


126.  Si  nous  imaginons  une  seconde  surface 


(7: 


=2^^''^'"-^^—  ^» 


et  que  la  droite  D  soit  aussi  tangente  à  cette  surface,  les 
coordonnées  d'un  quelconque  de  ses  points  devront  en- 
core vérifier  l'équation 


(8). 


db-itdb^r^ 


.iJlh^^^i   "'« 


2).,>7 


db^^db^y         *"  dbuda 27 
d'S      _     .  d'S d^S 

dOijdb^-i  ■  dbt^db-ii  dh-^^dbxx 


>=0. 


Dans  cetle  dernière  équation,  on  a  représenté  par  S  le 


déterminant 


(9) 


S  = 


(  34.  ) 


hu 

bn 

ba 

d^ 
dx, 

K 

h,. 

b„ 

d'il 
dx. 

63, 

b» 

b„ 

di/ 
dx. 

d.T, 

d-if 
dx. 

d^ 
dx. 

4,^ 

127.  Si,  entre  les  deux  équations  (6)  et  (8),  on  éli- 
mine Xi,  et  qu'on  désigne  par  la  lettre  X  le  rapport  -^9 

on  aura,  pour  Téquation  générale  des  surfaces  réglées 
circonscrites  aux  deux  surfaces  <p  et  t|/,  une  équation  de  la 
forme 

T»  =  4UV, 
dans  laquelle 

!U  =  AXH-B, 
T  =  A'>»-4-2B'X-4-C', 
V  =  A'a=» -4-  B"X2  H-  C"X  -4-  D'y 

i  représentant  une  constante  indéterminée,  et  les  lettres 
A,  B,  AS  B',  C,  A'',  B%  C",  D^'  des  fonctions  homogènes 
du  quatrième  degré  des  coordonnées  Xj,  jCj,  Xj ,  x,,  d'un 
point  quelconque  de  la  surface  réglée. 

n  serait  facile,  en  adoptant  la  même  marche,  de  former 
Téquation  de  la  surface  réglée  circonscrite  à  trois  sur- 
faces du  second  degré. 
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SUR  LA  QUESTION   317 

(voir  t.  XV,  p.  58); 

Par  m.  CREMONA, 

Professeur  à  Bologne. 


Voici  renoncé  de  la  question  : 

On  donne  sur'un  plan,  i^  une  conique  S;  a**  cinq  points 
m,  a,  ft,  c,  o,  dont  l'un,  m,  est  pris  sur  le  périmètre  de 
la  conique.  On  propose  de  mener  par  le  point  o  une  trans- 
versale qui  coupe  la  conique  en  deux  points  (réels  ou 
imaginaires)  p^  q  situés  avec  les  quatre  m^a^b^  c  sur 
une  même  conique.  Démontrer  qu'il  existe,  en  général, 
deux  solutions.  (De  Jonquières.) 

Je  conçois  le  faisceau  F  (K)  des  coniques  circonscrites 
au  tétragone  niahc\  toute  conique  K  de  ce  faisceau  ren- 
contrera S  en  trois  points  p^  q^  r  (outre  m).  Quelle 
courbe  est  enveloppée  par  les  côtés  des  triangles  analo- 
gues k  pqr?  Pour  répondre  à  cette  question, ^j'observe 
que  chaque  point  p  de  la  conique  S  donne  lieu  à  une  seule 
conique  du  faisceau  F  (K) ,  passant  par  p  5  donc  ce  point 
détermine  un  seul  triangle  analogue  k  pqr*^  c'est-à-dire 
on  peut  mener  par  tout  point  de  S  deux  tangentes  seule- 
ment à  la  courbe  enveloppe  cherchée.  Donc  cette  courbe 
est  de  la  seconde  classe,  ou  bien  une  conique  C. 

La  question  proposée  est  résolue  par  les  tangentes  de  C, 
menées  par  le  point  o. 

Parmi  les  coniques  du  faisceau  F(K)  il  y  en  a  trois, 
dont  chacune  est  le  système  de  deux  droites  5  ce  sont  les 
couples  de  côtés  opposés  du  tétragone  mabc^  c'cst-à-diie 
ic,  ani'^  ca^  bni'^  ab ^  cm.  Il  s'ensuit  que  ic,  ca,  ab  sont 
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des  langentes  de  l^enveloppe  C.   Ainsi    uous   avons  ce 
théorème  : 

Toute  conique  circonscrite  à  un  triangle  donné  et 
passant  par  un  point  fixe  d'une  conique  donnée  coupe 
celle-ci  en  trois  autres  points  qui  sont  les  sommets  d'un 
triangle  circonscrit  à  une  conique  fixe ,  inscrite  au 
triangle  donné. 

Soient  S  et  C  deux  coniques  telles,  qu^un  triangle /7^/* 
inscrit  dans  S  soit  circonscrit  à  C.  On  sait,  d'après  un 
théorème  très-connu  de  M.  Poncelet,  que  tout  point  de  S 
est  le  sommet  d  un  triangle  inscrit  dans  S  et  circonscrit 
à  C.  Soita&c  un  triangle  circonscrit  à  C,  mais  dont  l«s 
sommets  n'appartiennent  pas  à  S.  On  sait  encore  que,  si 
deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  même  conique,  ils 
sont  inscrits  dans  une  autre  conique;  donc  les  points 
p^  q^  r^  a,  b^c  appartiennent  à  une  conique  K.  Cette 
conique  K  rencontrera  S  eu  un  point  m  (outre  p^q^r). 
Maintenant,  en  vertu  du  théorème  démontré  ci-devant, 
toute  conique  circonscrite  au  tétragone  abcni  détermine 
un  triangle  inscrit  dans  S  et  circonscrit  à  une  conique 
fixeC,  inscrite  en  abc.  Mais,  parmi  les  coniques  circon- 
scrites au  tétragone  abcm^  il  y  a  K^  donc  C  coïncide 
avec  C,  et  par  conséquent  : 

On  donne  sur  un  plan  :  i°  deux  coniques  S  et  C  telles, 
que  tout  point  de  S  est  le  sommet  d'un  triangle  pqr  in- 
scrit en  S  et  circonscrit  à  C;  2'*  un  triangle  fixe  abc  cir- 
conscrit à  C,  mais  dont  les  sommets  n'appartiennent  pas 
à  S.  Un  triangle  quelconque  pqr  et  le  triangle  abc  sont 
inscrits  dans  une  même  conique  K. 

Toutes  les  coniques  K,  circonscrites  à  abc  et  aux  di- 
vers triangles  pqr  passent  par  un  même  point  Jixc 
de  S. 
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NOTE  SUR  LES  COURBES  RARPORTÉBS  A  DES  COORDONNÉES 
POLAIRES; 

Par  m.  E.  PROUHET. 


Quand  une  courbe  du  second  degré  est  rapportée  à  des 
coordonnées  polaires,  son  équation  est  généralement  du 
second  degré  par  rapport  au  rayon  vecteur  p.  Mais  si  Ton 
prend  un  foyer  pour  pôle,  l'équation  se  décompose  en 
deux  autres  du  premier  degré,  dont  chacune  représente 
la  courbe  tout  entière. 

Ce  fait  remarquable  tient  à  un  théorème  général  que 
nous  allons  démontrer. 

Soit 

l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  des  coordonnées  rec- 
tilignes  et  rectangulaires.  Supposons  que  la  fonction 
f(x,j)  soit  entière  et  rationnelle  et  qu'elle  ne  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  rationnels  en  x  et  y.  Si  l'on  prend 
Forigine  pour  pôle  et  Taxe  des  x  pour  axe  polaire,  la 
même  courbe  sera  encore  représentée  par  l'équation 

(2)  /(pcosw,psin  «)==o. 

Admettons  que  le  premier  membre  de  cette  équation  puisse 

se  décomposer  en  deux  facteurs  rationnels,  en  sorte  que 

l'on  ait 

/(p  cosw,  p  sin  w)  =  (j>  ( p ,  w)  >Kp ,  w). 

La  fonction  ç  (p,a))  pourra  se  mettre  sous  la  forme 
M  p  -h N  cos  6> -f-  P  siii  o>  ~+-  Q , 
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M,  N,  P,  Q  étant  des  fonctions  de  p*,  sin'o.),  cos^o),  psinco, 
jocoscd,  ou  de  quelques-unes  de  ces  quantités.  C'est  ce 
dont  on  s'assure  facilenient  en  remarquant  qu'un  terme 
de  f  (p,Ot))  est  de  la  forme 

Ap'^cos^usin^a», 

et  en  faisant  toutes  les  hypothèses  possibles  sur  les  expo- 
sants m,  71,  p  suivant  que  chacun  de  ces  exposants  sera 
pair  ou  impair.  En  outre,  on  verra  par  cet  examen  que 
M,  N,  P,  Q  sont  des  fonctions  entières  ou  des  fonctions 
contenant  p*  seulement  en  dénominateur. 
Cela  posé,  on  peut  écrire 

ç(p,w)  =  Mp-hNcosa>-|-Psin  w-h  Q 

Mp* -+-Npcos6) -f- Pp  sin  w 

~  P 

ou  bien 

(3)  f(p,«)=^H-Q, 

R étant  une  fonction  de  p*,  cos'o),  etc.,  ou  simplement 
de  p  cos  cd,  p  sin  co,  car 


p^::=(pcosw)*  4- (psin  &>)%      fOs'w  =  — 

?' 

/ 

On  aura  de  même 

(4)                                     4,(p,a,)  =  ^H.Q' 

9 

et  par  conséquent 

/{pcosw,psinw)=:^---f-Qj  f  — 

+  <3 

■•) 

Le  second  membre  développé  donne 

RR:  ^  RQ' .- QR:  ^  ^Q, 

p'                 P 
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et  pour  que  cette  expression  soit  une  fonction  de  p  cosu 
et  de  josinoi),  comme  le  premier  membre,' il  faut  évidem- 
ment que  Ton  ait 

RQ'-f-QR'  =  o 


d'où 


d'où  résulte 


(5)  /(pcosw,psinw)  =  À(^  H- Qj  ( h  Qj- 

1  ne  peut  être  qu'une  constante,  ou  une  constante  mul- 
tipliée par  une  puissance  de  p'  :  car  il  en  était  autrement, 
comme  X  est  une  fonction  de  p  cos  w  et  de  psînco,  ainsi 
que  le  produit  des  derniers  facteurs  du  second  membre,  il 
en  résulterait  que/  (x^y)  pourrait  se  décomposer  en  deux 
facteurs  rationnels,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 

Maintenant  l'équation y*( p  coso)  ,p  sin  w)  =  o  se  réduit 
aux  deux  suivantes 

(6)  ?4-Q  =  o, 

P 

(7)  7-Q==^' 

qui  représentent  la  même  courbe,  car  R  et  Q  ne  chan- 
geant pas  quand  on  change  p  en  —  p  et  w  en  w-f-îr,  il  arri- 
vera que  si  les  coordonnées  p  ,  o)  d'un  point  M  satisfont  à 
l'équation  (6) ,  les  coordonnées — p ,  o)  -H  tt,  qui  conviennent 
au  même  point  M,  satisferont  à  l'équation  (7).  Par  consé- 
quent, chacune  de  ces  équations  représente  toute  la  courbe 
si  Ton  admet  pour  p  des  valeurs  négatives  et  n'en  repré- 
sente, en  général,  qu'une  partie  si  l'on  répète  les  valeurs 
négatives  du  rayon  vecteur. 

Nous  disons,  en  général^  parcn  que  si  l'équation  (6) 
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ne  donnait  pour  p  que  des  valeurs  positives,  Inéquation 
(7)  ne  donnerait  pour  p  que  des  valeurs  négatives.  Alors 
réqualîon  (6)  représenterait  toute  la  courbe.  Exemple  : 

(p-|-sin«  —  i)  (p  H-  sinw  -|-  i)  =  0. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé  R,  R',  Q,  Q' 
différents  de  zéro.  Si  quelques-unes  de  ces  fonctions 
liaient  nulles,  il  y  aurait  lieu  de  faire  une  discussion 
qui  ne  présenterait  aucune  difficulté.  Disons  seulement 
qu'un  des  cas  de  cette  discussion  donnerait  une  exception 
au  théorème  général,  quand  le  pôle  est  pris  sur  la  courbe 
même.  Dans  ce  cas  Tun  des  facteurs  def(p  coso),  josinw) 
est  une  puissance  de  p  et  ce  facteur,  égalé  à  zéro,  ne  re- 
présente que  le  pôle. 

P. -S.  M.  Terquem  m'ayant  demandé  si  le  résultat 
trouvé  dans  cette  Note  pouvait  s'étendre  aux  surfaces,  j*ai 
reconnu  qu'on  pouvait  répondre  affirmativement  à  celte 
question. 

En  effet,  soit 

f[x,y,z)  =0 

une  équation  algébrique,  entière  et  irréductible.  Posons 

jr  =  pcosf,     7  =  p  sirKpcosG,     s  =  psinysin0, 

ce  qui  revient  à  rapporter  la  surface  représentée  par  l'é- 
quation précédente  à  un  système  de  coordonnées  polaires. 
Par  une  marche  analogue  à  celle  que  nous  avons  suivie, 
on  trouvera  que  si  la  fonction  transformée  peut  se  décom- 
poser en  deux  facteurs  ralionnels/i  (p,  y,  0),  /i  (p,  (p,  9), 
on  aura  nécessairement 


p  p     f 
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R  et  Q  étant  des  fonctions  de  p  cos  q>,  p  sinç  cosO,  etc.,  ou 
de  a:,  y,  z.  Exemple  : 

.y2_l_^2  _|_  2^ — i^ex  -hfy  -{-  gz-{-  hy=o. 

En  coordonnées  polaires,  cette  équation  se  décompose  en 
deux,  dont  chacune  représente  toute  la  surface. 

Plus.généralement,  si  une  fonction  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  se  décompose  en  facteurs  rationnels 
à  Taide  de  la  transformation 

X  =:  p  CdSf , 

jr  =  p  sinç  COS0, 

z  =r  p  sin  9  sinô  cos>|/, 

«  ==  p  sin  «p  sin  Ô  sioij;  cosÇ, 


elle  sera  le  produit  de  — h  Q  par ^-  Q?  R  ^^  Q 

étant  des  fonctions  de  x,  /,  z,  u. 


SUR  UNE  ESPÈCE  PARTICULIÈRE  DE  SURFACE  GAUCHE 
DU  QUATRIÈME  DEGRÉ; 

Par    m.    desgranges. 


Cette  surface  S  est  engendrée  par  une  droite  L  qui  se 
meut  en  s'appuyant  sur  deux  droites  données  A  et  B,  àe 
telle  sorte  que  la  distance  pp  des  deux  points  p  ^  p'  oiil 
coupe  A  et  B  reste  ronslanlc, 

Soit/?//  =  D. 

Je  me  propose  d'étudier  d'abord  cette  surface  par  les 
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seuls  procédés  de  la  géométrie,  ou,  pour  parler  plus  exac- 
tement, indépendamment  de  son  équation. 

Je  prends  pour  plan  horizontal  un  plan  parallèle  aux 
deux  directrices  A  et  B,  et  passant  par  Tune  de  ces  direc- 
trices. 

Im  située  dans  le  plan  horizontal  sera  une  des  deux 
directrices,  ou  A. 

Nota.  La  projection  de  la  deuxième  directrice  B. 
J'appelle  m  la  distance  de  B  au  plan  horizontal,  6  Tan- 
gle  des  deux  directrices. 

Soit  ab  la  projection  horizontale  d'une  génératrice 
quelconque,  et  A  l'angle  que  cette  projection  fait  avec 
la  directrice  Im, 

La  distance  cd  des  points  c  ei  d  o\x  ab  rencontre  les 
projections  des  deux  directrices,  est  une  constante 
=  v^D*  —  ni^  que  j'appelle  h. 

Toutes  les  génératrices  font  avec  le  plan  horizontal  un 

angle  constant  dont  la  tangente  =  -  • 

Donc  la  surface  a  un  cône  directeur  (cône  droit  à  base 
circulaire  et  dont  l'axe  est  vertical). 

Si  l'on  fait  mouvoir  la  droite  ai,  son  point  d  restant 
toujours  sur  nt^  projection  de  B,  et  son  point  C  sur  //n  ou  A, 
on  aura  toutes  les  projections  de  la  génératrice  de  S. 

Or  on  sait  que  dans  ce  mouvement  tous  les  points  de 
ab  décrivent  des  ellipses  dont  le  centre  est  O  (*). 

Donc  toutes  les  sections  horizontales  de  la  surface  sont 
des  ellipses  qui  ont  toutes  leur  centre  sur  la  plus  courte 


(•)  L'équation  de  ces  ellipses,  en  prenant  Im  pour  axe  des  Xj  O  pour  l'o- 
rigine et  désignant  par  c  la  distance  du  point  décrivant  au  pointe  de  ah, 
c  pouvant  être  positif  ou  négatif,  est 

c»4f«^[A'cot'ô-{-(c  — A)«]^'  — 2c/rcotÔ.x^=c'(c  — A)'. 
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sur  la  plus  courte  distance  prolongée  des  deux  directrices. 

La  surface  S  a  donc  un  axe  qui  coïncide  avec  cette  plus 
courte  distance. 

A  l'infini  Tellipse  devient  un  cercle;  pour  -z=/7i,  elle^ 
se  confond  avec  B;  pour  ^  =  o,  elle  se  confond  avec  A  g 

pour  z  =  — 5  les  deux  axes  de  Tellipse  sont  sur  les  deu^ 

bissectrices  de  l'angle  des  deux  directrices  A  et  B. 

La  génératrice  quelconque  (ab)  (*)  de  S  est  une  d^ 
deux  génératrices  principales  du  paraboloïde  gauche  I^ 
([uî  a  pour  directrices  A  et  B,  et  dont  le  plan  directeur  J 
a  cette  même  génératrice  pour  ligne  de  plus  grande 
pente. 

(Les  horizontales  de  ce  plan  sont  perpendiculaires  à 
[ab)  et  à  ab  et  la  droite  fcg  perpendiculaire  à  ab  an 
point  C  est  sa  trace  horizontale.) 

Or  aux  points  c  et  ^,  R  et  S  ont  bien  évidemment  même 
plan  tangent;  il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  le  plan  P 
est  tangent  à  la  fois  aux  deux  surfaces  R  et  S  à  l'infini  : 
les  deux  surfaces  S  et  R  sont  donc  tangentes  l'une  à  l'autre 
tout  le  long  de  (ab). 

Donc  S  est  T enveloppe  du  paraboloïde  R  qui  a  pour 
directrices  constantes  A  et  B,  et  dont  le  plan  directeur 

variable  P  fait  un  angle  constant  tarig  =  —  avec  le  plan 

horizontal. 

La  proj«;ction  ab  de  la  génératrice  a  pour  envelopp»^ 
une  certaine  courbe  C  (je  donnerai  plus  bas  le  moyen  de 
la  construire  géométriquement).  Cette  courbe  est  la  pro- 
jection de  la  ligne  de  striction  de  la  surface  S. 


(*)  J'enlends  par  génératrices  principales  d'un  paraboloïde  les  deui 
génératrices  qui  passent  par  le  sommet. 

J'entends  par  (<i&)la  ligne  qui  a  pour  projection  ab;  par  (a)lepoii'' 
qui  a  pour  projection  a. 
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La  ligne  de  striction  est  décrite  par  le  sommet  du  pa*- 
raboloïde  R. 

Le  cylindre  vertical  qui  a  pour  trace  la  courbe  C,  est 
tangent  à  S  suivant  la  ligne  de  striction. 

Quand  l'angle  A  de  ab  avec  Im  est  droit,  le  plan 
tangent  à  la  surface  est  le  même  tout  le  long  de  a&,  sauf 
au  point  (d)  (où  la  génératrice  [ab]  coupe  B),  point  de 
striction  pour  lequel  le  plan  tangent  est  vertical,  et  a  ab 
pour  trace  horizontale  (*). 

On  voit  bien  qu'il  y  a  quatre  génératrices  pour  les- 
quelles cela  a  lieu. 

Quand  les  deux  directrices  A  et  B  font  un  angle  droit, 
qu'on  a  6=90*',  la  projection  horizontale  de  la  ligne  de 
striction  est  une  courbe  du  sixième  degré  bien  connue 
dont  l'équation  est  (**) 

2        1        i. 

les  deux  autres  projections  sont 

k^z^  =  m^x^     et     P(3  — /w)3m^j'. 

Dans  ce  cas  particulier  de  6  =  90*^,  toutes  les  courbes 
horizontales  de  la  surface  S  sont  des  ellipses  dont  les 
axes  coïncident  avec  les  x  et  les  y.  De  ^  =0  à  -z  =  m  la 
somme  de  ces  axes  =^  k  5  pour  z  ^  ou  <^  o ,  la  différence  de 

ces  axes  =  K;  pour  .2  =  — ?  on  a  un  cercle  R  =  -—  qui  par- 


(*)  Un  point  quelconque  a  de  ab  décrit  une  ellipse;  quand  ab  vient  à 
prendre  une  position  telle  que  Tangle  bcm  =:  90^,  il  est  bien  évident  que 
Tordonnée  ca  est  un  maximum;  donc  en  a  la  tangente  à  Fellipse  est  pa- 
PaUèle  à  Im,  Donc,  etc.  (Charles  Dupin,  Développements  de  Géométrie.) 

(**)  On  sait  que  c'est  là  Téquation  de  Tenveloppe  de  toutes  les  droites 
dont  la  partie  interceptée  entre  les  axes  des  x  et^  est  constante  ==  A. 

El  aussi  de  toutes  les  ellipses  Av'-hB'ar*  =  A'B'  pour  lesquelles  on  a 
A-4-B  =  K. 
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tage  la  surface  ea  deux  nappes  évidemment  superposa- 
blés,  etc. 

On  remarque  quelque  chose  d'analogue  dans  le  para- 
boloïde  gauche  isocèle. 

L^équation  de  la  surface  S,  dans  le  cas  où  1* angle  0  est 
quelconque,  est 

Si  l'on  suppose  6  =  90°,  elle  se  réduit  à 
(A)  A'z'(2— /w)'  — /wyz'  — («— w)2///'ar'=o. 

Dans  ce  cas  particulier,  l'équation  du  paraboloïde  R 
qui  a  pour  directrices  constantes  les  deux  droites  A  et  B, 
et  dont  le  plan  directeur  variable  P  fait  avec  le  plan  hori- 
zontal un  angle  constant  dont  la  tangente 


m  m 


est 

(B)  mayz  =  m[m — z ) x -h  A- ( m  —  z)z^i  -^-a}^ 

a  étant  la  cotangente  de  l'angle  que  la  trace  horizontale 
du  plan  directeur  P  fait  avec  les  x. 

Si  l'on  suppose  que  a  prenne  toutes  les  valeurs  possi- 
bles et  que  l'on  cherche  l'équation  de  la  surface  enveloppe 
de  tous  les  paraboloïdes  que  représente  (B),  on  retombe 
sur  l'équation  (A). 

Le  calcul  ne  présente  aucune  difficulté  :  mais  dans  le 
cas  général  l'équation  du  paraboloïde  R  est  du  quatrième 
degré  en  a,  et  il  n'est  pas  facile  d'éliminer  a  entre  celte 
équation  et  sa  dérivée. 

Note  du  Rédacteur.  La  courbe  C  a  été  étudiée  dans  les 
Noui^elles  Annales  par  Joachimsthal  (t.  VI,  p.  aôo  et 
263)  et  par  M.  Bouleiller. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  503 

(Toir  t.  XIX,  p.  UetSl); 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

Répétiteur  à  Lyon  (institution  de  M.  Poncin  ). 


1.  Soîl  à  résoudre  Féqualîon 

(i)  fl<(û*— i)<(x»-f-i4^4-  !)»=(«•+  i\a*-^  iyjc(x —  i)V 
Aucune  des  racines  n'étant  nulle,  on  peut  diviser  par  x^ 

a*{a*  --  i)M  J-H--H-  i4) 
posant 


I 


on  a 

a*{a*  —  i)^  (a-h  16)^  =  ( «•  -f-  4  a*  H-  if  a^, 
et  comme  on  a  identiquement 

(a»  -H  14  û<  4-  0'  =  [('ï'  —  I ^4-  i6û*p 
Téquation  en  u  devient 

—  4096^'  ' 
2a*  étant  une  des  racines  de  la  proposée,  une  des  va- 

Ann,  de  Mathémnt,,  t.  XX   (Septembre  1861.)  ^3 
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leurs  de  «  esm*  -h  —  ;  la  valeur  correspondante  de  u  est 

a*  —  2  H-  —ou  la' j j  ou j— ^  le  premier  mem- 
bre de  Téquation  en  u  est  donc  divisible  par 

a*u  -  (/ï*  — i)* 

la  division  s^eSectue  rapidement,  grâce  à  la  forme  du  pre- 
mier membre,  et  Téquation  (i)  est  ramenée  aux  sui- 
vantes : 

(2)  a*u—   a* — i)»=o. 


(3) 


u-h  ii±  sju^-^-^u 


or  Tëquation  (3)  donne 

en  prenant  à  la  fois  les  signes  supérieurs  ou  les  signes 
inférieurs  (2).  Les  équations  (2)  et  (3)  donnent  ainsi  les 
valeurs  suivantes  de  u  : 


u 

a* 

—  i 

= 

H-64û 

.(«' 

+ 

'^', 

(«' 

__ 

■)'' 

= 

—  64a 

,(«' 

— 

•)' 

\"' 

+ 

'/ 
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3.  Prenons  la  première  valeur  de  u  : 

a-f.4r=:  ^ — L,      liz  Vtt'4-4«  =  ± 7—; 


a* 


Prenons  la  deuxième  valeur  de  u: 

2«'4-56a*H-70û*  +56tf*-+-2 

"+^= (SrzTïp 

_  (a  +  i)'4-(o  — ly' 

«+4=4      ^^,_^y    '  ±:V«'+4« 

.    i6«'+ ii2a'4-ii2«'-}-  i6a 

_         (g  +  l;'— (a  — !;♦ 

I  [(«-H)'  +  (a-i)']±[-(«-^i)'-(g-i)'1 
Prenons  la  troisième  valeur  de  u  : 


23. 


•  f 


• 
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«  +  4  =  4     (^.^,).     ±  v/«'  +  4« 

,    (i6<?'  —  I  i2a*-h  I  i2û* —  i6«)  ^ — I 

__  (^ 4-  v/irT>— (^.  ~  sPr)» 

4.  Donc,  en  vertu  des  formules  (4)  (5)  (6),  les  ra- 
cines de 

fl*(ii<—  i)*(x»-|-i4a:-hi)*  =  (a*4-  i4«*H-  i)^r(x—  i)* 

sont 


FORMULE  BAROMÉTRIQUE  DE  M.  BABINET; 

Pae  m.  CUENOUD,  de  Lausanwk. 


Il  m'a  paru  intéressant  de  chercher  à  obtenir  la  for- 
mule de  Babinet  par  une  voie  élémentaire,  en  introdui- 
sant dans  la  loi  de  décroissance  des  densités  de  l'air  avec 
la  hauteur  une  approximation  analogue  a  celle  que 
M*  Babinet  introduit  numériquement  dans  la  formule 
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de  Laplace.  J'ai  trouvé  qu'il  suffisait  pour  cela  d'admettre 
que  la  densité  moyenne  d'une  colonne  d'air  était  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  densités  extrêmes,  ou,  en 
d'autres  termes,  que  les  hauteurs  croissant  en  progres- 
sion arithmétique,  les  densités  décroissent  en  progression 
arithmétique»  On  conçoit  que,  entre  certaines  limites,  les 
résultats  fournis  par  cette  loi  ne  doivent  pas  s'écarter 
beaucoup  de  ceux  que  fournit  la  loi  réelle  que  l'on  peut 
énoncer  ainsi  :  La  densité  décroît  en  progression  géomé- 
trique quand  la  hauteur  croît  en  progression  arithmé- 
tique. 

En  désignant  par  D  et  J  les  densités  de  l'air  aux  sta^ 
tions  inférieure  et  supérieure  (densités  prises  par  rapport 
à  l'eau),  la  densité  moyenne  d'une  colonne  d'air  com- 
prise entre  ces  deux  stations  serait,  dans  l'hypothèse  ci- 
dessus, 

En  considérant  une  colonne  d'air  de  i  décimètre  carré 
de  section,  le  poids  en  kilogrammes  d'une  hauteur  de  h 
mètres  de  cette  colonne  serait 


loA-i-i(D-h^). 


Le  poids  de  cette  colonne,  augmenté  de  la  pression  à  la 
partie  supérieure,  doit  donner  la  pression  à  la  partie  infé* 
rieure.  On  a  donc,  en  désignant  par  B  et  i  les  hauteurs 
barométriques  correspondantes  respectivement  à  D  et  r/, 
et  par  m  la  densité  du  mercure  : 


iom^+  ioA-f--(D-f-r/)  =  io//iB, 


(  .^58  ) 
d'où 

2/w(B  — ^) 

Or,  d'après  la  loi  de  Mariette,  la  densité  de  Tair  est 
proportionnelle  à  la  pression  ou  à  la  hauteur  barométrigae 
qui  mesure  cette  pression,  en  sorte  que  Ton  a 

D       B      ..  ,      D-i-r/       B-hft 
;  =  T      o  ou      -  — - —  = 


OU 


et 


d      b  D  B 


D-h^/=::(B-h^)    g^ 


.        îi/wfB  — Al        B 


Le  rapport  -  est  indépendant  de  Taltitude  de  la  station 

à  laquelle  on  mesure  B;  on  peut  donc  calculer  la  valeur 
constante  de  ce  rapport  en  prenant  les  valeurs  qu  ont 
B  et  D  au  niveau  de  la  mer,  soit 

B  =  o",76,  r/  =  0,001 2g3; 
du  reste, 

m  =  ]3,5g6, 

en  sorte  que  la  formule  précédente  devient 

_  o"^,76X2X  i3   596       B~  A 
o, 001293  B  -h  A 

La  valeur  du  coefficient  numérique  est  iSpSS",  nom- 
bre compris  entre  i  f>976  que  fournit  la  formule  de  Laplacc 
transformée^  et  16000  adopté  par  M,  Babinet. 

En  introduisant  le  terme  relatif  à  la  température,  on 
obtiendrait  la  formule 

h  =  16000*"     I  - 7- 
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nifiORIE  GÉNÉRALE  DES  SYSTÈMES  DE  RAYONS  RBGTILIGNES 

(voirt.XX,p.tU); 

Pab  m.  E.-E.  KUMMER. 

CEELLK,t.  LVII. 


Traduit  par  M.  E.  DEWULF, 

Capitaine  du  Génie. 


§  V. — Des  stirjaces  qui  dèpentlcnl  ffun  système  rie 
r.'tyons. 

Les  cinq  points  que  nous  avons  déterminés  sur  chaque 
rayon,  savoir  les  deux  points  limites  des  plus  courtes  dis- 
tances, les  deux  foyers  et  le  centre,  ont  pour  lieux  géo- 
métriques cinq  surfaces  quand  ou  cou  sidère  tous  les 
rayons  d'un  système.  Ces  cinq  surfaces  sont  liées  au  sys- 
tème d'une  manière  très-întîme.  Les  deux  surfaces,  lîeux 
géométriques  des  points  limites,  se  présentent  habituelle- 
ment sous  la  forme  analytique  d'une  seule  surface,  en  ce 
sens  qu'elles  sont  représentés  par  uu  même  équation.  Par 
suite,  elles  peuvent  être  considérées  comme  deux  nappes 
d'une  même  surface.  Cependant,  comme  il  est  quelque- 
fois nécessaire  de  Ic'S  distinguer  l'une  de  l'autre,  nous  les 
désignerons  dans  la  suite  par  les  lettres  Fi  et  Ff.  Ces 
deux  surfaces  partagent  V espace  tn  deux  régions;  l'une 
d^cllrSj  comprise  entre  les  deux  surfaces^  renferme 
toutes  les  plus  courtes  distances  de  deux  rayons  infini- 
ment ifOJ^ius  ;  Vaut  m  y  située  en  dcliovs  des  deux  sur- 
faces, iifC  renferme  aucune  de  ces  plus  courtes  distances. 
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Si  Ton  passe  d'un  rayon  au  rayon  infiuimeol  voisin 
dont  la  plus  courte  distance  au  premier  se  trouve  sur  la 
surface  Fi ,  de  ce  second  rayon  à  un  troisième  rayon  infi- 
niment voisin  dont  la  plus  courte  distance  au  second  se 
trouve  encore  sur  F| ,  et  ainsi  de  suite ,  l'ensemble  de  tous 
ces  rayons  forme  une  surface  réglée  Of  La  courbe  d'in- 
tersection a  de  Oi  avec  Fi  est  la  courbe  de  Oi  qui  jouit 
de  cette  propriété  que  les  plus  courtes  distances  de  deux 
génératrices  consécutives  forment  précisément  les  élé- 
ments   de  cette  courbe.    C'est  la   courbe  de  striction. 
Oi  coupe  aussi  Fj  suivant  une  courbe  tj.  Si  Ton  opère  de 
la  même  manière  sur  Fj,  on  obtient  une  surface  réglée  0| 
dont  la  ligne  de  striction  est  la  courbe  d'intersection  Ot 
de  Oj  et  de  F».  Oj  coupe  aussi  F,  suivant  une  certaine 
courbe  if 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  subsiste  quel  que  soit 
le  rayon  du  système  que  l'on  prend  pour  point  de  dé- 
part; il  existe  donc  une  série  de  surfaces  réglées  Oi  dont 
les  lignes  de  striction  forment  une  série  de  courbes  «i 
tracées  sur  Fi  et  qui  coupent  aussi  Fj  suivant  une  série 
de  courbes  i,.  On  a  de  même  une  série  de  surfaces  ré- 
glées O2  dont  les  courbes  de  striction  a^  se  trouvent  sur 
F2  et  qui  coupent  Fi  suivant  une  série  de  courbes  6,. 

Désignons  par  a/,  j^,  z'  les  coordonnées  du  premier  des 
points  limites  sur  le  rayon  issu  du  point  x^y^  z,  on  a 

Ce  sont  les  équations  de  la  surface  Fi  en  ce  sens  que  les 
coordonnées  de  chacun  des  points  de  cette  surface  soui 
des  fonctions  de  deux  variables  indépendantes.  De  même 

sont  les  équations  de  Fj. 

Ponr  avoir  les  éqnalions  drs  séries  de  surfaces  0|  elO|, 
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U  faut  intégrer  les  équations  différentielles 


du  dç 

du        '  *      du 


Les  équations  que  l'on  obtient  renferment  chacune  une 
constante  arbitraire*  Si,  entre  Tune  de  ces  équations  et 
les  deux  équations 


x-^x       y' — y       z  — z 


on  élimine  les  variables  u  et  v^^  on  obtiendra  une  équa- 
tion en  x^y  z'qui  contiendra  une  constante  arbitraire  et 
représentera  Tune  ou  l'autre  des  séries  de  surfaces  ré- 
glées Oi,  Oj  suivant  que  l'on  aura  employé  Tune  ou 
l'autre  des  équations  données  par  les  intégrales.  Les  deux 
séries  de  courbes  a^  et  b^  sur  Fi ,  ou  a^  et  bt  sur  Fi  se- 
ront représentées  par  les  trois  équations  de  Fi  ou  Fi  et 
l'une  ou  l'autre  des  équations  données  par  les  intégrales. 

Les  deux  surfaces  sur  lesquelles  se  trouvent  les  foyers 
d'un  système  se  nomment  surfaces  focales  du  système. 
]N[ous  les  désignerons  par  4>|  et  4>j.  Ces  surfaces  n'ont  de 
points  réels  sur  un  rayon  que  si  les  foyers  de  ce  rayon 
sont  réels  ou  si  les  racines  Ti  et  Tj  de  l'équation  quadra- 
tique (5),  §4,  ont  des  valeurs  réelles. 

Si  l'on  passe  d'un  rayon  au  rayon  infiniment  voisin  qui 
coupe  le  premier  en  un  point  situé  sur  ^i ,  de  ce  second 
rayon  à  un  point  troisième  qui  coupe  le  second  en  un  point 
situé  sur  4>,  et  ainsi  de  suite,  on  obtient  une  série  de 
rayons  telle,  que  chacun  d'eux  coupe  le  précédent  en  un 
point  de  4>i.  Cette  série  de  rayons  forme  donc  une  sur- 
face développable  £î, ,  dont  l'arête  de  rebroussement  a, 
s'y  trouve  sur  4>i  et  qui  coupe  4>a  suivant  une  certaine 
courbe  /S^.  Comme  nous  sommes  partis  d'un  rayon  quel- 
conque, il  est  clair  qu'il  existe  une  série  de  surfaces  dé- 


(36a) 
veloppables  A|,  dont  les  arèles  de  rebroussement  fo^ 
ment  une  série  de  courbes  «i  tracées  sur  <I>i,  et  qui  déter- 
minent sur  4>t  une  série  de  courbes  ^s.  De  la  même 
manière,  les  rayons  issus  des  foyers  situés  sur  ^s  forment 
une  seconde  série  de  surfaces  développables  lit  dont  les 
arêtes  de  rebroussement  a^  sont  tracées  sur  4>«  et  qui  cou- 
pent 4>i  suivant  une  série  de  courbes  ^i.  On  a  donc  le 
théorème  suivant  : 

Tout  système  de  rayons  à  foyers  réels  peut  être  con» 
sidéré  de  deux  manières  différentes^  comme  appartenant 
à  une  série  de  surfaces  déi^eloppables  toiles,  que  le  lieu 
géométrique  de  leurs  arêtes  de  rebroussement  est  l'en- 
semble des  deux  surfaces  focales. 

Toutes  les  génératrices  de  Ai  sont  tangentes  aux  arèles 
de  rebroussement  «j ,  les  arêtes  de  rebroussement  se  trou- 
vent toutes  sur  4>i ,  donc  les  rayons  du  système  sont  tan- 
gents à  4>,.  On  verrait  de  même  qu'ils  sont  tous  tangents 
à  *t.  Donc 

Tous  les  rayons  dun  système  qui  ont  des  foyers  réels 
sont  des  tangentes  communes  aux  deux  surfaces  focales'. 

On  peut  aussi  énoncer  le  théorème  suivant  comme  con- 
séquence du  précédent  : 

Tout  système  de  rayons  à  foyers  réels  peut  être  con- 
sidéré comme  le  système  des  tangentes  communes  aux 
deux  surfaces  focales,  ou  comme  le  système  des  tan- 
gentes doubles  d'une  surface. 

Pour  déterminer  complètement  un  système,  on  peut 
aussi  ne  se  donner  qu'une  de  ses  surfaces  focales  4>i,  par 
exemple,  pourvu  que  Ton  se  donne  en  même  temps  la 
série  de  courbes  Ui  de  cette  surface-,  il  en  résulte  que 

Tout  système  de  rayons  a  surf  aces  focales  réelles  peut 
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être  considéré  comme  le  système  des  tangentes  à  une 
série  de  courbes  tracées  sur  une  surface. 

Comme  tous  les  rayons  situés  sur  une  surface  dévelop- 
pable  Qi  sont  tangents  à  4>t  ^  la  courbe  |3s  est  la  courbe 
de  contact  des  deux  surfaces.  De  même,  toute  surface  dé- 
veloppable  £1%  est  tangente  à  4>i  ou  l'enveloppe  suivant 
une  certaine  courbe.  Donc 

Chacune  des  deux  surfaces  focales  d*un  système  est 
enveloppée  par  une  des  séries  de  surfaces  développables 
qui  renferment  tous  les  rayons  du  système. 

D'après  un  théorème  connu,  les  génératrices  rectili- 
gnes  d^une  surface  développable  qui  enveloppe  une  autre 
surface  suivant  une  certaine  courbe,  sont  les  tangentes 
conjuguées  des  tangentes  à  cette  courbe.  Donc 

Les  deux  séries  de  courbes  déterminées  par  les  deux 
séries  de  surfaces  développables  sur  les  surfaces  focales 
âun  système  se  coupent  sur  chacune  de  ses  surfaces  sui- 
vant des  directions  conjuguées. 

Si  les  deux  surfaces  focales  4>|  et  4>s  se  coupent,  toute 
tangente  à  la  courbe  d'intersection  est  un  des  rayons  du 
système,  et  par  suite  une  tangente  à  Tune  des  courbes  ol^. 
La  courbe  d'intersection  et  ax  ont  donc  une  tangente 
commune,  les  points  de  contact  coïncident;  la  courbe  a^ 
est  donc  tangente  à  la  courbe  d'intersection.  Ceci  est  vrai, 
quelle  que  soit  la  tangente  à  la  courbe  d'intersection  que 
Ton  considère.  Donc  toutes  les  courbes  de  la  série  a^ 
sont  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  4>i  4>t.  U  en  est 
de  même  pour  toutes  les  courbes  de  la  série  d^.  Donc 

La  courbe  d'intersecèion  des  deux  surfaces  focales  est 
la  courbe  enveloppe  ou  la  courbe  limite  de  toutes  les 
arêtes  de  rebroussmienl  situées  sur  les  deux  surfaces 
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focales  et  appartenant  aux  deux  surfaces  déi^cloppables 
çui  renferment  tout  le  système  de  rayons. 

On  obtient  les  équations  des  surfaces  focales,  comme 
on  a  obtenu  plus  haut  celles  des  surfaces  des  points  li-» 
mites,  au  moyen  des  abscisses  pi  et  p^  des  foyers;  on  a 

et 

On  obtient  les  deux  séries  de  surfaces  développables,  les 
séries  de  courbes  «i ,  |3i  de  4>i ,  «j ,  jSj  de  4>t  par  l'intégra- 
tion des  équatio^s  diflerentielles 

d(f  dp 

absolument  comme  cela  se  fait  pour  les  surfaces  Oi  et  0% 
et  les  systèmes  de  courbures  ax  et  h^  de  Ft ,  a^  et  h%  de  Ff. 

Considérons  enfin  la  surface  lieu  géométrique  des  cen- 
tres d'un  système  de  rayons.  Nommons  cette  surface  surface 
centrale.  Cette  surface  est  importante  en  ce  sens  qu'on  peut 
considérer  tous  les  rayons  du  système  comme  issus  de 
ses  points.  Si  l'on  mesure  les  abscisses  des  points  des 
rayons  à  partir  de  la  surface  centrale,  on  aura 

r,  =  — /•,,      p.=  — p„      gC  — (/4-/')#H-4?g  =  o. 

Ces  équations  permettent  de  faire  des  simplifîcations 
importantes. 

On  obtient  les  équations  de  la  surface  centrale  au  moyea 
de  l'expression  de  Tabscisse  des  autres 

2  9.  y  ' 
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on  a 

Toutes  ces  surfaces,    les  surfaces  des  points  limités,  les 
surfaces  focales  et  la  surface  centrale,  qui  sont  intime- 
ment liées  au  système  de  rayons,  peuvent  dans  certains 
cas  particuliers  se  réduire  à  des  courbes  ou  à  des  points. 
Certaines  de  ces  surfaces  peuvent  aussi  s'éloigner  à  l'in- 
fini, ou  se  réunir  entre  elles  de  manière  à  s'appliquer 
l'une  sur  Tautre.  Le  système  des  normales  à  une  surface 
pour  lequel  les  surfaces  des  points  limites  et  les  surfaces 
focales  deviennent  identiques  peut  être  considéré  comme 
appartenant  à  ces  systèmes  particuliers  qui  sont,  pour 
ainsi  dire,  des   systèmes  limites.  Le  système  de  rayons 
pour  lesquels  A=:o  et  par  suite  A  =  o,  B  =  o,  E  =  o 
et  qui  doit  être  exclu  de  l'étude  générale,  parcfe  que  les 
valeurs  deÇ,  ij,  Ç  sont  indéterminées,  mérite  une  mention 
spéciale.  Pour  ces  systèmes  particuliers,  les  surfaces  des 
points  limites  et  la  surface  centrale  passent  à  l'infini,  et, 
des  deux  surfaces  focales.   Tune  passe  à  l'infini,  tan- 
dis que  l'autre  reste  déterminée  et  à  distance  finie.  Des 
deux  séries  de  surfaces  développables  qui  renferment  tous 
les  rayons  d'un  tel  système,  l'une,  celle  dont  les  arêtes 
de  rebroussement  sont  à  l'infini,  ne  renferme  que  des 
surfaces  cylindriques.  Un  pareil  système  peut  être  dé- 
fini géométriquement  de  la  manière  suivante  :  le  système 
de  toutes  les  tangentes  à  une  surface  qui  sont  parallèles 
aux  tangentes  à  une  courbe  donnée. 

(  La  suite  prochainement»  ) 


(  366  ) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  S72 
ET  DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  DE  M.  GARGBT 

(▼Oirt.XIX,  p.SS); 

Par  m.  DELLAC, 

Professeur  à  Amiens  (*). 


La  questioQ  que  nous  allons  résoudre  est  celle-ci  : 
Connaissant  la  somme  d'une  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  ascendantes  d'une  variable  x,  trou- 
ver la  somme  d'une  quelconque  des  séries  que  Ton  ob« 
tient  en  prenant  les  termes  de  n  en  n, 
La  série  donnée  peut  s'écrire 

Je  désignerai  par  So  la  somme  des  termes  dans  lesquels 
l'exposant  de  x  est  multiple  de  n^  par  Si  la  somme  de 
ceux  où  cet  exposant  est  égal  à  un  multiple  de  /i  -{- 1  î  de 
même  pour  Ss ,  Ss  9 . . .  9  S^^i  • 

Désignons  par  a,  |3,  y,...,  «  les  racines  n**"*"  de  Funité 
dont  la  formule  générale  est 

cos h  '  sm • 

n  n 

Dans  Téquation  (1)9  je  remplace  x  successivement  par 
aXy  (3^9  yx^...y  (ùx  et  j'ai 

M,    -M'N,    r=Sa-HS,p-HS,p»-i-...-4-S,^,p— ', 
M««.,4-lN„»»=So-HS,  6>  -H  Saû>»-f-.  .  .-+-S«-,«»-'. 

{*)  A  changé  de  résidence.    Tu. 


i 


(  36;  ) 
J'ajoute  toutes  ces  égalités  membre  à  membre  en  remar- 
quant que 

toutes  les  fois  que  p  n'est  pas  multiple  de  /i.  Dans  le  se- 
cond membre,  il  ne  reste  que  des  quantités  réelles;  il  doit 
donc  en  être  de  même  dans  le  premier;  et  c'est  ce  qu'il 
était  facile  de  prévoir,  puisque  les  racines  a,  ^,.**9  ^ 
étant  conjuguées  deux  à  deux  ou  réelles,  donnent  des  ré- 
sultats conjugués  ou  réels.  Donc 

Mo -I- M,  H- M,  4-     .-hM^, 

3o= • 


Pour  avoir  Si,  multiplions  la  première  des  égalités  précé- 
dentes par  a"""*,  la  deuxième  par  |3""*,  et  ainsi  de  suite, 
pais  ajoutons.  On  obtient 

Si  =  "  > 

n 

en  posant 

(11  hit                SiAirX'*'"' 
CCS hisin j      ; 

d'où 

2(/i  — OAtt       ^,     .    2(/i  —  l)hn 
*  /i  n 

On  trouvera  de  même 


S,  = ^ , 


MÏ  =  Macos— ^ N^sm— ^ — » 


en  posant 
et  en  général 


S,= 


Mi"-f-Ml"  +  Mf,''^-4-...-+-M'>?, 


(  368  ) 
en  posant 

M:'^  =  Macos— ^ N^sin 

*  /i  n 

Dans  la  série  S^  les  exposants  de  x  croîtront  de  n  unn 

tés  d'un  terme  à  Tautre;  maïs  si  Ton  pose  jr=sx*,  on 

aura  une  nouvelle  série  ayant  les  mêmes  coefficients  et 

dans  laquelle  les  exposants  de  la  variable  croîtront  seule*' 

S     S 
ment  d'une  unité.  On  fera  de  même  pour  -i>  -;»•••• 

Tout  ce  qui  précède  s'applique  aussi  aux  suites  limi- 
tées, par  exemple  au  binôme  de  Newton. 

Si  la  série  proposée  reste  convergente  pour  x  =  i ,  elle 
le  sera  aussi  pour  a:  =  a,  car  le  module  de  a  est  l'unité. 
On  pourra  donc  remplacer  x  dans  l'équation  (i)  succes- 
sivement par  les  racines  a,  /3,  y,...,  «,  ce  qui  revient  à 
faire  x  ^=zi  dans  les  résultats  déjà  obtenus. 

Pour  avoir  des  séries  auxquelles  nous  puissions  appli- 
quer la  théorie  précédente,  partons  de  celle-ci 

X       x^       x^ 
—  Iog(i — x)z=. — I f-—.-^.  ..  . 

Multipliant  par  dx  et  intégrant,  il  vient 

{l-x)log(.-x)  +  .r  =  ^+^  +  ^4-..M 

multipliant  par  dx  et  intégrant 

y  (3.r  —  2)  — -i  (i  -  x')  log  (i  —  x) 

x^  x*  x^ 


+  .... 


1.2  3       2.2.4       3.4  5 
Les   intégrations  se  font   aisément  dans  le  premier 


(369) 
membre  si  Ton  pose 


I  — X=J. 


Dans  cette  série  (2),  prenons  les  coefficients  de  quatre 
en  quatre.  Pour 


on  a 


d'où 


jc  =  I     et     X  =  —  i 


-7  —  So  -h  Si  -j-  S2  -f-  Sj  , 

4 

5 

j  —  7.  log  2  =  So  —  s,  H-  s,  —  S3 , 


c       c        3       , 

80-1-82=  7  —  l0g2, 

8,H-83=:log2-.i. 


Faisons  maintenant  x= — 1  =  —  V^— 7.   Le  second 
membre  devient 

So  —  Sa-f-  /(Sa  —  S,), 

et  voyons  ce  que  devient  le  premier. 

Supposons  qu'on  ait  à  chercher  log  (i  —  x)^  x  étant 
imaginaire.  On  posera 

1  —  a?  =  1  —  a  —  bi=.  ^-♦''  r=  <»•*  (cosp  —  /'  sin  v) , 

d'où 

1  — rt  =  ^*cosc,  è  =  ^sinp, 

e«  =  v/l^i+arj'-f.^',         «  =  -  log[(ï  —  rtt)2-|-  ^2j^ 

tan£;i»  = 1  ('=:©-hA-7r, 

^  I  —  fl 

Ann.  de  Mathémat.,  t.  XX.  (Octobre  i86ï.  )  1^ 


(  370  ) 

eu  posant 

b 
tangfp  =  - 


de  sorte  que 

log(i  — x)  z=  u  —  /(ç4-  A-tt). 

Ce  logarithme  est  en  général  indéterminé.  Mais  dans  la 
question  qui  nous  occupe,  l'indétermination  est  levée  par 
cette  considération  que  le  -second  membre  de  l'équa- 
tion (2)  est  une  série  qui  n'est  convergente  que  dans  le 
cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  et  avec  un  rayon 
égal  à  l'unité  (voir  Fonctions  doublement  périodiques 
de  Briot).  Par  conséquent  la  variable  ne  peut  pas  sortir 
de  ce  cercle,  et  par  suite  ne  peut  pas  tourner  autour  du 
point  singulier  a  =  -f- 1,  b  =  o.  Or  on  sait  que  dans  le 
logarithme  de  i  —  a:,  A  ne  passe  d'une  valeur  à  une  autre 
que  lorsque  la  variable  indépendante  x  tourne  autour 
du  point  a  =  1 ,  i  =  o  ;  et  comme  dans  notre  question 
elle  ne  peut  pas  le  faire,  k  aura  toujours  la  même  valeur 
quel  que  soit  x.  Or  pour  x  =  o^k  est  nul  5  il  est  donc  nul 
pour  toute  valeur  de  x,  et  l'on  a 


Si 
par  suite 


log  (i  —  x)z=  u  —  ffi, 
jc  ^z  —  I,      û  =:  o,      ^  =  I , 


tt  =  -log2,     tang(p  =  i,     î>=7> 


et  on  obtient 


d'où 


T       3         I  — 10"  2 

4  "4"*"' — ^  =  s.-s,+/(s,-s,), 


So  —  82  =  —  —  7>     S3  —  Si  =  — — •— loe2. 

4         4  2         2® 


(  37»  ) 
Combinant  ces  deux  équations  avec  les  précédentes,  on 
obtient 

S3  =  7l0g2=  5-I-F-C 1 h..., 

4  i.a.3      5.0.7      9-10. II 

„  TT  I   ,  I  I  I 

S,  =  Q log2  =  — 5-7  -H  ^ Q  H h . . . , 

82  2.3.4      6.7.8       10.11.12 

3,  I  I  1  I 

4      ^  2         3.4.5  7-8.9  II.I2.l3  ' 

«  3  TT  I  ,  I  .  I  I 

s,  =  7  — 5 loga=:  .  ^  /;-Hq 1 5 — 7-4-.... 

482^         4*5. 6      8.9.10       I2.i3.i4 

La  première  de  ces  relations  démontre  la  question  572. 

En  opérant  de  la  même  manière,  on  obtiendra  les  coef- 
ficients de  la  série  pris  de  trois  en  trois  : 

TT  \/3  I   -  .  I  I  I 


124  '  -^-^      4-5  6       7-8. 9 

s,  =  -  log3  -  -  = -^-^ -f- ^-^_  + 


3        I  ,      a       tv/3  I  I 

s,  =  7  — ylogS  '     — 


4     4"        12  "3.4. 5^6.7. 8^9.10. ii"^'"" 

Si  l'on  veut  prendre  les  termes  de  trois  en  trois  en  con- 
servant la  variable  x,  on  trouvera,  après  tout  calcul  fait, 

S,  = -^  (2X  +  .r')  —  g  ^ H-.r  —  ■!  j  log (1 -t- a^  +  «') 


•g(l— .r)'log(l  — .r), 


S.  =  -^-i(l-x)Mog(,_x) 


+  ^  (H-4x  + X')  log(i  +  ar+a:M  + -t^  (,  _x=), 

24. 


(  37»  ) 


Sa  =  -7 g(ï  -.r')Mog(i  — jc) 

I  (D 

H (i  —  :tx  —  2x'^)\oQ(i-i-x-\-x^) 1_- (i-f-îa:-, 

en  posant 

0:1/3 

'""S?  =  :;+-,• 

Ainsi  oti  a 

x^  x^  a? 

Si  Ton  veut  que  la  série  ne  renferme  que  des  puissances 
successives,  on  posera 

et  alors 


1.2.3      4*5'^      7'^-9 


avec 


s.  =  ^W+r^) 


—  g(i+/-^rMiog(i-i-7'H-rV 

_^(,_/)'log(.-/), 


taDg<p  = 
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l^our  >  =  5,  on  obtienl 
o 


— ^  —       ^^'l  7  H —  log  a 


8v/3      48    ^'   '   2 

II  II  I  1 

m  §■^47576  8^"^  7.8.9  8^ 
tangy=V^. 


Appliquons  encore  la  théorie  précédente  au  binôme 
de  Newton,  et  comptons  les  coefficients  binomiaux  pris 
de  trois  en  trois. 


On  a 


I  +  x)'"  =  I  -f-  mx  H i jc^  - 

1.2, 


Si  Ton  y  fait  .r  =  i,  on  obtient 

2'"  =  So  H-  S,  -h  Sjj 


—  I  -h  «  n/3 
pour  X  =  a  = 5  on  a 


(i  +  mx)=(^--f-.^j   =(^cos-g--f..sm^j 


2W7r  ,     a/WTT 

=  ces  —7: h  t  sin  — ^—  ) 


et  par  suite 


2//l7r 1  i 

COS  — ^       —  oo  —  —  "^1  "^^  ■""  *^7  » 
D  2  2 

,     2/W7r  V^  ,^ 

o  2   ^ 


(374) 
De  là  résulteiu 


2/W7r 
2/W  -f-  2C0S      ^ 

bo  = 5 î 


JTT    .      2/W7r  2 //ITT 

2'"  4-  V  3  Sin  — ;; COS  — TT— 

S.- 3 , 

/—    .     2IW7r  2lWïr 

2"»  —  J3  sin  — 7î COS  — ^— 

6  6 


Ces  formules  conviennent  à  toutes  les  valeurs  positives 
de  m,  mais  elles  ne  conviennent  pas  aux  valeurs  néga- 
tives, car  le  binôme  n'est  pas  convergent  pour  x  =  i 
lorsque  m  est  négatif. 

Dans  le  cas  de  m  entier  et  positif,  on  distinguera  six 
cas  et  on  obtiendra 

m  =6  /2,  S«  —  I  izr  S|  =  Sj  =  — - —  y 

2"*    I    î 
W  =  6/2  -f-  I ,  Sa  =  s,  =  Si  -H  I  = t 

2"*  —  I 

m  =  6n-\-2,       So  =  S, —  icnSa^ 


•  =  6^-1-3,       So+i=Si.=  S2 


/?I=:6«  +  4>         So=:S,  =S2 —  I  =r 

m  =  6n-\-5f       So  =  S|  H- I  =  82  = 


3 

2'«-f-ï 
2*"  —  I 


3 

2'"-f-I 


On  voit  qu'il  y  a  toujours  égalité  à  Tunité  près  entre  les 
trois  sommes  S^,  Si,  Sj. 


(  375  ) 

Ainsi  se  trouve  dëmontré  le  théorème  du  capitaine 
Garcet,  1860,  p.  Sa. 

On  pourrait  de  même  prendre  les  coefficients  de  quatre 
en  quatre  et  retrouver  les  formules  de  la  page  9  (1861) 
et  page  i47*  (Dans  ces  dernières,  on  a  mis  Si  au  lieu  de 
Ss  et  réciproquement.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  571 

(voir  p.  112); 

Par  m.  DELLAC. 


00 


Il  faut  trouver 

'=2 . 

sachant  que 

Cette  dernière  relation  donne 

dx—      '' 
donc 

iiz  _  y^a:P-^ — yP-^  —  '  V—         '  V  Zf 
dx       ^  p  X  ^  p       y  ^  p 

OU  bien 

^=ilog(i-x)-^log(.-j), 

OU  bien  encore 

dz         I  I 


(376) 
Le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  celle  de 
—  logx.logj  :  intégrant  de  part  et  d'autre,  il  vient 

z  =  C  — logj?  logj. 

Pour  a:  =  1  et  par  suite  j^  =  o,  le  premier  membre  de- 
vient 


>  —-  =  TT        (résultat  connue, 


tandis  que  la  seconde  se  réduit  à  C,  car  logx.log(i  — x) 
devient  nul  pour  j:  =  i  ;  donc 


et  l'on  a 


c—"" 
^-6* 


z  =  -g— logyr.logj. 

G.    Q.    F.    D. 


GRAND  CONCOURS  DE  1861 

(TOir  t.  XIX.  p.  ;«2). 


COMPOSITION     DU     MERCREDI     lO     JUILLET     1 86 1 . 

CLASSE  DK  IIHÉTORIQUE.  -  SCIENCES. 

Mécanique, 

Première  question.  Pompes  aspirantes  et  élévatoires, 
pompes  aspirantes  et  foulantes.  Causes  de  perte  de  travail 
moteur  inhérentes  aux  pompes. 

Deuxième  question,  l^n   corps  est  lancé  avec  une  vi- 


(377) 
lesse  de  loo  mètres  à  la  seconde  dans  une  direction  in- 
clinée de  45°  avec  l'horizon.  On  demande  de  calculer  la 
hauteur  à  laquelle  il  arrivera,  le  temps  qu'il  mettra  à  re- 
venir toucher  le  sol  et  Tamplitude  du  jet. 

COMPOSITIONS    DU    JEUDI    II    JUILLET     1861. 

CLASSE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 
Mathématiques,  (Prix  d'honneur.) 

Un  ellipsoïde  étant  donné,  trouver  le  lieu  des  centres 
des  sections  planes  dont  Taire  est  égale  à  une  constante 
donnée. 

CLASSE  DE  LOGIQUE.  —  SCIENCES. 

Histoire  naturelle, 

1°  Structure  de  l'œil  et  ses  principales  modifications 
dans  la  série  animale. 

2^  Structure  de  l'ovule  et  de  la  graine. 

CLASSE  DE  RHÉTORIQUE.   —  SCIENCES. 
Mathématiques , 

Première  question.  Une  planète  traversant  aujour- 
d'hui rhorizon  d'un  certain  lieu  en  même  temps  qu'une 
certaine  étoile,  est-il  possible  que  le  même  phénomène  se 
reproduise  tous  les  quatre  ans  à  la  même  date  de  l'année? 
Quelles  sont  les  conditions  que  doivent  remplir,  pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  le  plan  de  l'orbite  de  la  planète,  la  la- 
titude du  lieu  où  se  fait  l'observation  et  la  distance  de  la 
planète  au  Soleil  ? 

La  coïncidence  des  passages  des  deux  astres  à  Tliorizon 
aura-t-elle  lieu  seulement  aux  époques  mentionnées  dans 


(378) 
l'énoncé?  Connait-on  une  planète  pour  laquelle  les  con- 
ditions trouvées  nécessaires  dans  la  réponse  à  la  question 
précédente  soient  effectivement  remplies  (*)? 

Deuxième  question.  Résoudre  l'équation 

sinj:  4-  sin2a:  4-  sin3.r  =  i  -f-  cosina:  +  cosax. 

COMPOSITION   DU   SAMEDI  l3   JUILLET   l86l. 

CLASSE  DE  MATHÉMATIQUES  SPÉCIALES. 
Physique, 

Première  question.  Dans  une  balance  électrique  de 
torsion,  on  fixe  deux  boules  conductrices  de  petite  di- 
mension, A  et  B,  de  telle  sorte  que  leurs  centres  soient 
sur  la  circonférence  que  décrit  le  centre  de  la  boule  mo- 
bile C  et  à  3o*^  de  distance  Tune  de  l'autre.  L'une  d'elles, 
A,  est  au  point  même  où  se  fixerait  la  boule  C  si  le  fil 
n'avait  aucune  tension.  Par  conséquent,  C  s'applique 
contre  A  lorsque  toutes  deux  sont  à  l'état  naturel,  et  la 
distance  angulaire  comprise  entre  B  et  C  est  un  peu 
moindre  que  3o°. 

Ceci  posé,  on  donne  aux  trois  boules  de  l'électricité  de 
même  nom.  C  est  chassée  à  une  certaine  distance  angu- 
laire, a:,  de  A.  On  mesure  x  et  l'on  abandonne  l'expé- 
rience à  elle-même.  Au  bout  de  cinq  minutes  x  est  deve- 
nue x'.  Dans  quelle  proportion  faudrait-il  alors  faire 
varier  le  fil  de  torsion  pour  que,  toutes  choses  restant 
d'ailleurs  les  mêmes,  x'  devienne  x"? 

On  sait  que,  dans  les  conditions  où  se  fait  l'expérience, 
la  répulsion  électrique,  qui  s'exerce  entre  deux  boules 
maintenues  à  une  distance  angulaire  fixe  l'une  de  l'autre, 

(*)  Question  retirée. 


(  379  ) 
est  en  chaque  minute  la  vingtième  partie  de  la  force  ré- 
pulsive moyenne  qui  a  lieu  pendant  cette  minute. 

Deuxième  question.  De  la  condensation  électrique. 

COMPOSITION    DU    SAMEDI    27    JUILLET    1861. 

CLASSE  DE  SECONDE.  —  SCIENCES. 

Histoire  naturelle. 

Première  question.  Du  système  nerveux  dans  les  di- 
vers embranchements  du  règne  animal. 

Deuxième  question.  Des  divers  combustibles  minéraux 
et  de  leur  position  géologique. 

.  jy.-B.  La  classe  de  rhétorique  (sciences)  composera 
de  nouveau  en  mathématiques  le  jeudi  i®"^  août,  le  pro- 
blème donné  le  vendredi  12  juillet  étant  impossible  à  ré- 
soudre. Il  parait  que  ce  problème  aurait  été,  par  erreur, 
remis  dans  l'enveloppe  des  sujets  destinés  au  concours, 
après  avoir  été  rejeté  par  le  professeur  chargé  du  choix 
de  ces  sujets. 


AVIS 

aox  Candidats  à  TEcole  Polytechnique  dans  les  départements. 


On  s'est  avisé  de  publier  à  Paris,  par  voie  lithogra- 
phique, toutes  les  questions,  et  Ton  attribue  aux  exami- 
nateurs des  propositions  d'une  fausseté  flagrante,  par 
exemple.  Démontrer  que  toute  série  dont  les  termes 
"vont  en  décroissant  est  convergente,  etc.  On  ne  saurait 
trop  prémunir  les  élèves  contre  celte  spéculation  mercan- 
tile. (  Communiqué.  ) 
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ÉCOLES   DU   GOUVERNEMENT. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 
EN  1861. 


COMPOSITIONS    DU    JEUDI    l8    JUILLET    1861. 

(  Le  matin .  ) 

Mathématiques. 

Reconnaître  les  diverses  surfaces  que  peut  représenter 
l'équation 

«(a?'  +  2j«)  -f-  b'{y^  H-  7.zx)  -h  c(z*-H2a:/)  =  i,  ' 

et  démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suflSsahte 
pour  obtenir  une  surface  de  révolution  est 

I        I        I 

-  -h  T  -+-  -  =  O, 

abc 
en  supposant  les  axes  coordonnés  rectangulaires. 

(Le  soir.) 

Dessin, 
Une  académie  d'après  l'antique. 

Lai^is  à  r encre  de  Chine, 

Faire  le  lavis  à  l'encre  de  Chine  d'une  surface  cylin- 
drique de  10  centimètres  de  diamètre  sur  i5  centimètres 
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de  hauteur.  Ce  cylindre  devra  se  détacher  sur  un  fond 
formé  d'une  teinte  plate  grise,  il  reposera  sur  un  socle 
dont  la  surface  plane  sera  indiquée  par  une  teinte  plate 
d'une  très- faible  intensité. 

Le  modèle  de  cette  surface  cylindrique  pourra  être  fait 
à  teintes  fondues  ou  adoucies,  ou  bien  à  teintes  plates  su- 
perposées. 

On  admettra  que  le  rayon  de  lumière  a  pour  projec- 
tions horizontale  et  verticale  des  lignes  inclinées  à  45^  sur 
la  ligne  de  terre.  Le  cadre  limitant  le  dessin  aura  24  cen- 
timètres de  haut  sur  18  centimètres  de  large. 

COMPOSITION     DU     SAMEDI     20     JUILLET     1861. 

Epure  de  géométrie  descriptii^e. 
Intersection  d'une  surface  de  réTolution  par  un  plan . 

La  surface  sera  engendrée  par  la  révolution  d'une  el- 
lipse autour  d'une  droite  située  dans  son  plan,  et  paral- 
lèle à  son  petit  axe.  Le  croquis  ci-contre  indique  com- 
ment cette  surface  doit  être  représentée.  Les  longueurs 
cotées. sont  exprimées  en  millimètres. 

Les  traces  p  qi  p'  A\x  plan  sécant  sont  parallèles  à  la 
ligne  de  terre  5  leurs  distances  à  cette  droite  sont  indi- 
quées sur  la  figure. 

•  •  On  construira  les  projections  de  la  courbe  d'intersec- 
tion, en  ayant  soin  de  distinguer,  par  la  ponctuation,  les 
parties  vues  des  parties  cachées,  suivant  les  règles  ordi- 
naires. On  déterminera  ensuite  les  projections  d'une  tan- 
gente à  l'intersection. 


(382) 
GONGOliRS  ITADNISSWN  k  L  ÉCOLE  »l  SAINT-GYR  EN  1811. 


COMPOSITIONS    DU    MERCREDI     IJ    JUILLET    i86l. 

(Le  matin.) 

Mathématiques . 

On  donne  dans  un  triangle  : 

logô  =  0,8497568, 

log^  =  0,6948976, 

angle  c=  67^51' 48",  4. 

Déterminer  les  autres  éléments  du  triangle  ainsi  que  la 
surface. 

Pour  vérification,  calculer  directement  l'angle  A. 


Tracé  géométrique. 


Echelle  =:  -^« 


Construire  le  plan,  Télévation  et  la  coupe  du  système 
des  deux  parallélipîpèdes  rectangles  A,  B,  compris  entre 
les  trois  plans  horizontaux  aie,  dfg^  hik  5  abc  est  le  plan 
horizontal  de  projection. 

Les  corps  ont  un  axe  de  symétrie  commun  jry,  inter- 
section de  deux  plans  verticaux  dont  Tuu  est  parallèfea» 
plan  de  l'élévation.  Les  dislances  successives  des  plans  ho- 
rizontaux désignés  sont  les  hauteurs  respectives  des  corps; 
les  horizontales  &c,  fg^  ik  sont  parallèles  au  plan  de le- 
lévation^  par  conséquent  les  arèles  ab^  df.  In  lui  so»t 
perpendiculaires. 

La  coupe  sera  faite  par  un  plan  vertical  passant  par 
Taxe  de  symétrie,  et  faisant  avec  celui  de  l'élévation  un 
angle  de  60^. 


\ 
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nui  est  une  cavité  demi- cylindrique  circulaire  dont 
l'axe,  situé  dans  le  plan  hik,  est  parallèle  aux  arêtes  bc, 

fs,  **■- 

DIMENSIONS   EN   HÊTRES  : 


m 

^c  =  3,7, 

ab  =iyi, 

Hauteur  =  0,35. 

B. 

ik  =  'r,S, 

hi  =  o,S, 

Hauteur  =1,0, 

Diamètre  de  mn  =  0,6. 

(Le  soir.) 

Dessin. 

Un  homme  lançant  une  pierre. 


NOTE. 

L'anonyme  qui  a  résolu  la  question  (p.  384),  outre 
Téquation  en  S,  emploie  encore,  comme  second  procédé, 
la  décomposition  en  carrés 

(ab  —  c^){ax -h  àz-h  cxY  -^  [y  (ab  —  c^)  —  z(^c  — «V)p 
-+-  az^  {3abc  -'  a^  —  b^  —  c^)  =  a  [ab  —  c^) ; 

il  discute  cette  équation  et  parvient  aux  mêmes  résultats 
que  par  le  premier  procédé.  La  plupart  des  élèves  se  sont 
servis,  mal  à  propos,  du  second  procédé. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE  EN  1861 

(Tdlr  page  380); 

Par  m.   h.  L, 

V.\v\Q  du  lycco  Napoléon  (classe  de  M.  Vacquant), 

Un  anonyme,  de  Strasbourg, 

Et  m.  DARBOUG, 

Klèvo  du  lycée  de  Montpellier. 


L'équation   en    S   relative  aux  surfaces  proposées  se 
forme  facilement  et  l'on  trouve 

S^_AS'  — B^S  +  AB^  =  o 

ou 

A  =  a-\-  b  -{-  c, 

B'  =  «2  -f-  ^»  +  c-  —  ab  —  ac  —  bc. 
Le  terme  constant 

est  évidemment  égal  à  AB*. 

D'après  un  théorème  connu,  B*  est  une  quantité  tou- 
jours positive  s'annulant  pour  a  =  b  =  c» 

Supposons 

fl-|-A-f-r>o; 

l'équation  S  a  deux  variations  et  par  suite  deux  racines 

positives-,  donc  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  une 

nappe 

a-\-  b-\-c<^o. 

L'équation  en  S  a  une  ^culc  variation,  donc  une  seule 
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racine  positive,  et  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 

Si 

a  -H  ft-|-c  =  o, 

Téquation  en  S  devient 

S(S'  — B')  =  o. 

La  surface  est  un  cylindre  hyperbolique. 

Si 

a=zb=:Cy 

on  a  deux  plans  parallèles 

^-l-r-f-3  =  ±:i. 


Enfin  si 


a  =  o  j 

>     avec     c  ^  o, 
6  =  0; 


on  a  un  hyperboloïde 

à  une  nappe  si ^  >  o, 

à  deux  nappes  si.  . .     bt^o. 

En  dernier  lieu,  si  l'un  des* paramètres  devient  infini, 
on  a  un  cône. 

Remarque.  Si  Ton  représente  par  a,  è,  c  les  coordon- 
nées d'un  point  de  l'espace,  le  plan 

et  la  droite 

.r  =^  =  z 

séparent  très-élégamment  les  points  correspondants  aux 
divers  genres  de  surfaces. 
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NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  D  EXAMEN 
(ÉCOLE  POLYTECHNIQUE). 


I 

Par  un  point  A  d'une  ellipse  donnée  on  mène  deux 
cordes  rectangulaires,  AB ,  AC  ,  mais  d'ailleurs  quelcon- 
ques :  démontrer  que  t hypoténuse  BC  du  triangle  rec- 
tangle ABC  passe  par  un  point  fixe  ;  et  troui^er  le  lieu 
géométrique  de  ce  point ,  quand  le  sommet  A  «fe  V angle 
droit  BAC  change  de  position  si^r  t  ellipse, 

La  première  de  ces  deux  questions  n'est  pas  nouvelle; 
M.  Terquem  en  a  donné  une  solution  des  plus  simples 
(t.  II,  p.  186),  et  M.  Beynac  a  depuis  ajouté  d'utiles  re- 
marques à  cette  solution  (t.  XVIII,  p.  85).  Si,  en  reve- 
nant encore  sur  la  proposition  dont  il  s'agit,  je  modifie 
la  démonstration  qui  en  a  été  donnée,  c'est  afin  de  com- 
prendre dans  un  seul  calcul  les  deux  questions  proposées. 

Je  prends  pour  axes  des  coordonnées  les  axes  « ,  i  de= 
Tellipse,  et  je   nomme  a,  j3  les  coordonnées  x,  y  di 
point  A. 

La  courbe  sera  représentée  par 

«'(j'  — P')  H-  ^'(^*  — a»)=o, 
équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 

«'  (y  —  P)  (r  -f-  p)  -+-  b^  {x  -  a)  (a:  -h  a)  =  o, 
et,  en  observant  que 

j-|-p  =  (j  — p)-h2p,    x-ha=(:i:  — a)+2a, 
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OU  aura  pour  l'équatiou  de  Fellipse 

(i)     a»(j— p)»-f-ft'(«-a)»-+-2[û'P(j-p)  +  6»a(x  — a)]=o; 

la  fonction  du  premier  degré  û*(3(y — (3)-+-i'a{a: — a), 
égalée  à  zéro,  donne  Téquation  de  la  tangente  à  Fellipse 
au  point  Â. 

Le  système  des  deux  droites  rectangulaires  AB,  AC,  a 
pour  équation 

W  (r-p)'+A-b-p)(a:-«)-(a:~a)^=o, 

k  désignant  un  coefficient  qui  varie  lorsqu'on  fait  tourner 
autour  du  point  A  le  systèraee  des  deux  droites  rectan- 
gulaires. 

L'équation  générale  des  lignes  du  second  degré,  passant 
par  les  points  communs  aux  lignes  (i)  et  (2),  est 

(3)    («^+x)(.r--p)^+(*^->)(^-a)^-4-/Mr-P)(^-«) 

-f-  2[a»p(7  — p)  +  ^2a(^  — a)]  =  o. 

On  peut  disposer  de  l'indéterminée  X  de  manière  que 
Péquation  (3)  représente  deux  droites  dont  l'une  soit  la 
tangente 

«*P(r  — P)-t-^'a(^— a)=:0. 

Il  suffit,  pour  cela,  de  donner  à  A  une  valeur  qui  rende 
la  fonction  homogène 

exactement  divisible  par 

'û^^{jr — p)-hè'a(x  —  a). 

Or,  le  quotient  ne  peut  être  qu  une  fonction  homogène 
ciu  premier  degré  par  rapport  k  j  — 13 ,  a:  —  a ,  dont  les 
deux  termes    s'obtiennent    en   divisant    rcspeclivemenl 
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(a'  +  X)(j  — 13)%  et  (*»  — X)(a;  — «)»para*|3(j-P) 
et  b*a(x  —  a)  ;  ce  quotient  sera  donc 

En  le  multipliant  par  le  diviseur  à*  (3  (j — j3)  -^b^a  [x — a), 
et  égalant  le  produit  au  dividende,  on  a  évidemment 

équation  du  premier  degré  dont  la  résolution  fera  con- 
naître la  valeur  de  X  en  fonction  de  h. 

En  disposant  ainsi  de   l'indéterminée  X,  le  premier 
membre  de  Téquation  (3)  devient  le  produit  des  facteurs 

il  en  résulte  que  la  droite  BC  a  pour  équation 

Et  comme  cette  équation  est  vérifiée,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  X,  par 

on  voit  que  la  droite  BC  passe  par  un  point  fixe  dont  les 
coordonnées  sont 

aé'a         (a'  —  b'\ 
C'est  ce  que  nous  voulions  d'abord  démontrer. 
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Si  Ton  suppose  maintenant  que  le  point  A  change  de 
position  sur  Fellipse,  les  coordonnées  a,  |3  varierojat,  et 
il  faudi'a  pour  déterminer  le  lieu  géométrique  du  point 
dont  les  coordonnées  sont 

éliminer  P  et  a  entre  ces  deux  dernières  équations  et 
Téquation 

L'élimination  donne  immédiatement 

équation  qui  représente  une  ellipse  de  même  centre  que 
l'ellipse  donnée,  semblable  et  semblablement  placée.  On 
peut  remarquer  que  le  lieu  géométrique  déterminé  par 
l'équation  obtenue  est  celui  des  points  qui  divisent  les 
diamètres  de  l'ellipse  donnée,  dans  le  rapport  des  carrés 
des  deux  axes  de  cette  ellipse.  G. 


n 

Déterminer  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cônes  de 
rét^olution  guipassent  par  la  parabole  représentée  par 
z  =  Oj  /'  =  ^px,  (Coordonnées  rectangulaires.) 

L'équation  générale  des  cônes  du  second  degré  passant 
par  la  parabole  z  =  o ,  j'  =  2  px  est 

(I)     [p(,^7)-7t^— p)p-2/.(^-7)[a(z— 7)-7(x-a)]  =  o; 

a  5  (5,  y  sont  trois  coefficients  variables  qui  représentent 
les  coordonnées  du  centre,  y  ne  peut  ôtre  nul  ;  c'est  ce 
qu'on  trouve  par  Tapplicaiion  d'une  méthode  connue. 
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Pour  que  le  cône  soit  de  révolution ,  il  faut,  comme  on 
sait,  qu'en  nommant  X  un  coefGcient  différent  de  zéro, 
réquntion 

,  ^  ([P(^-7)-7(r-P)f-2/'(^-7)[«(^-7)-7(^-«)]l 

donne   deux   plans    parallèles    équidistants    du    centre 
(a,  (3,  y).  Ce  qui  exige  que  les  trois  dérivées  de  Téqua- 
tion  (2)  représentent  le  même  plan. 
Ces  trois  équations  dérivées  sont  : 

(3)  py(z  —  y)-{-\{x^ci)=20, 

(4)  p7(^-7)-(>+7^)(r-P)=o, 

(5)     (p«_2/.«-h>)(2-7)-p7Cr-P)-+-/^7(^-«)=o. 

Le  coefficient  1  n'étant  pas  nul,  l'équation  (3)  con- 
tient X  qui  n'entre  pas  dans  l'équation  (4)9  il  f^ut  donc 
que  cette  dernière  soit  vérifiée  elle-même,  autrement  elle 
appartiendrait  à  un  plan  différent  de  celui  quç  représente 
Téquation  (3).  Ainsi,  on  a 

'A-f-72  =  o,      p7  =  o, 
d'où 

P  =  o,    A  =  -7^ 

Ces  valeurs  dej3  et  A  réduisent  l'équation  (5)  à 

—  (7*-+-2/?a)(z--7)H-/?7(x— a)=o. 
On  en  tire 


X  —  a         7^  -h  ip  a 

L'équation  (3)  donne 

z  —  Y        —  \        7'         7 
•»^--«~"  PI  '^  Pl'^  P 
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Donc, 

1=        P^        : 

7^=/?^  —  2/?  a. 

Par  conséquent,  les  équations  du  lieu  géométrique  cher- 
ché sont 

P=0,      y^=:p^  —  2pa. 

On  voit  que  ce  lieu  est  une  parabole  située  dans  le 
plan  des  zx  ;  elle  a  le  même  paramètre  que  la  parabole 
donnée  z  =  o ,  y*  =  2  px.  Son  sommet  coïncide  avec  le 
foyer  de  la  parabole  donnée  ;  mais  elle  est  dirigée  en  sens 
contraire.    G.  [La  suite  prochainement.) 


QUESTION  D'EXAMEN  (ÉCOLE  NAVALE). 


Quel  est  le  plus  grand  quadrilatère  que  F  on  puisse 
former  auec  quatre  côtés  donnés  a,  b,  c^  dp 

Soit  ABCD  l'un  des  quadrilatères  que  l'on  peut  former 
en  prenant  pour  côtés  consécutifs  a^b^  c^  d.  Supposons 
AB  =  a,BC  =  i,CD  =  c,  DA  =  d.  En  nommant  S  Taire 
de  ce  quadrilatère,  on  aura 

(1)  S  =  -(«rfsin  A  +  ^^8inC). 

En  outre 

bP  =  6*  4-  c*  —  2  ^c  ces  C  ,     et     BD*  =1  a^ -h  d* -^  a  ad co» A, 

donc 

rt*  H-  ^Z'  — ■  2  ar/  ces  A  ==  ^'  -H  c'  —  2  bc  oos  C  ; 
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d'où 

2  ad cos  A  —  2  bc  cos  C  =  a^  '\- d^  —  b^  —  c^; 

/bc\        ^       a'^d'^b^  —  c' 

cos  A  —      — :  I  COSC  = ; 

\ad/  2, ad 

Si  Ton  pose 

bc       ^  a^^d'  —  b'-^c^ 

—^=h      et =ky 

ad  y.  ad 

réquation  précédente  deviendra 

(2)  cos  A  —  AcosC  =  A. 
D'autre  part,  l'équation  (i)  donne 

(3)  sin  A  +  AsinC= -^• 

ad 

Élevant  au  carré  les  équations  (2)  et  (3)  et  additionnant, 
il  vient 

/  Q2 

I  -h  ^*  —-  2  A  (cos  A  cos  C  —  sin  A  sin  C)  =  ^*  -l-  -=— r' 

'  a^  d} 


ou 


/  C2 

1 -h  A' —  2  Acos  (A  4-C)  =  X^ -h -2— -: 


et  par  conséquent 


ad 


(4)  s  =  —  sji  +A'  — 2/<.cos(A4-C)  — X». 

L'équation  (4)  montre  que  la  plus  grande  valeur  de  S 
correpond  à 

cos(A-h  C)  =  —  I , 

égalité  qui  donne 

A  +  C=:  i8o'. 

Il  en  faut  conclure  que  le  plus  grand  des  quadrilatères 
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que  Von  puisse  former  ai^ec  quatre  cotés  donnés  ût,  i,  c,  rf, 
est  le  quadrilatère  inscriptible  dans  un  cercle. 

En  remplaçant  cos  (A-f-C)  par  — i,  Téquation  (4) 
devient 

S=— v^(À4-i)»-^»=  —  V^(A+H-A)(A  +  i-A) 

,         bc        ,        a^^d'—b^  —  c^ 

OU,  parce  que  A  =  ^^  et  /•  =- ; , 

'  ^  ^  ad  nad 

ad^lubc-^-^ad-^a^-i-d^—  6'  — c')(2^c-|-2arf— a^  — rf* -h^^-f-c») 
'2  2.arf 

équation  qui  donne  successivement 

S='^^[{a-hdy^{b--cY][{b^cy^{a^dy]; 

S  =  ^^(âfH-rf-h*— c)(âf4-rfH-c— 6)(^H-c-Ha— </)(^H-c+e/— aj. 

Si  Ton  désigne  par  2  ^  la  somme  des  quatre  droites  don- 
nées, on  aura  pour  l'expression  du  maximum  de  S, 
y/{p-a)(p-b){p-c)(p-d).  G. 


NOTE  SUR  LA  QUESTION  572^ 

Par  m.  Ange  LE  TAUNÉAC. 


Le  principe  invoqué  à  la  fin  de  la  page  266  peut  être 
énoncé  en  ces  termes  : 

«  Si  le  terme  général  d'une  série,  i/„,  a  la  formel  (/i), 
»  la  somme  Sn  des  n  premiers  termes  sera  donnée  par  la 
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»  formule 

S„=r/(/i)4-const.  » 

On  aurait,  par  exemple, 


l  +  i+'  =  ,(3)-,, 


résultat  évidemment  absurde. 

Il  n'est  pas  étonnant,  d'après  ces  prémisses,  que  la  fa- 
leur  indiquée  (p.  267)  pour  la  limite  de  la  somme  des 
termes  de  la  série 


1.2.3^4.5.6^7.8.9  "  ••* 

soit  inexacte*,  cette  valeur  est  7/2,   comme  le  trouve 

4 
M.  Prinz  (p.  286). 

Du  reste,  la  série  d'Euler  peut  être  sonnnée  par  le 
procédé  suivant,  très-connu,  et  applicable  à  une  foule  de 
cas. 

Soit 

•^        1.2.3       5.5.7       9-^^  " 

X  étant  supposé  compris  entre  -|-  1  et  —  i . 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  obtient 

c'est-à-dire 

De  là  on  conclut  successivement  : 


/"=2^(H-^)  —  T^(i—'^)  + -arc  tango:, 
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jr'=^(i4-x)/(i4-x)-4-i(i— a;)/(i-^) 

—  jl(i  4-«*)  H — xarc  tangx, 

—  -T  (  I — a:*)  arc  tang  x. 

Si,  dans  cette  dernière  formule,  on  suppose  a:  =  i,  on 
trouve 

I  .  I  I  I 

4  1.2.3         5.6.7  9. 10. II 

En  combinant  les  relations  précédentes,  on  en  obtient 
d' autres^  par  exemple  celle-ci,  que  je  propose  aux  jeunes 
lecteurs  des  Annales  : 

ir II  I  I  I 

3       I       2.3.5      3.5.9      4-7»^3      5.7.17 

(3  juillet  1861.) 


NOTE  SlIR  LES  SURFACES  RÉGLÉES; 
pah  m.  desgranges. 


Je  suppose  bien  que  les  génératrices  singulières  le  long 
desquelles  le  plan  tangent  à  une  surface  gauche  reste  con- 
stant, sauf  ou  en  un  seul  point  qui  est  le  point  central 
ou  point  de  striction,  ou  bien  en  deux  points  qui  sont 
alors  situés  à  l'infini. 

Je  suppose  bien,  dis-je,  que  ces  génératrices  ont  été 
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remarquées  il  y  a  longtemps.  Car  je  vois  dans  les  pro- 
grammes de  l'Ecole  Polytechnique  {i853),  qu'il  est  ques- 
tion du  cas  où  «  deux  génératices  infiniment  voisines 
))  d^une  surface  gauche  sont  dans  le  même  plan.  »  Or 
quand  cela  arrive,  le  plan  tangent  est  bien  évidemment 
le  même  tout  le  long  de  la  génératrice. 

Cependant  je  remarque  que  ni  dans  l'analyse  appliquée 
de  M.  Leroy  (i854),  ï^i  dans  la  géométrie  descriptive 
(i  855)  9  iln'estquestion  de  ces  générations  exceptionnelles. 

Il  serait  pourtant  bien  singulier  qu'on  ne  les  eût  jamais 
remarquées  dans  le  conoïde  droit,  dont  on  fait  depuis 
environ  trente  ans  l'épure  à  l'Ecole  Polytechnique  et  où 
elles  sont  bien  apparentes. 

Ces  génératrices  peuv^ent^  il  me  semble,  être  en  nombre 
égal  au  degré  de  l'équation  de  la  surface. 

Et  il  n'est  pas  difficile  d'imaginer  un  conoïde  où  le 
nombre  de  ces  génératrices  serait  infini,  quoique  toujours 
infiniment  petit  par  rapport  à  la  totalité  des  génératrices. 

Note  du  Rédacteur.  Le  révérend  Salmon  paraît  être  le 
premier  qui  ait  donné  une  bonne  et  générale  classification 
des  courbes  gauches  de  tout  degré  et  à  l'aide  d'intersection 
de  surfaces  [Carnb.  and  Dublin  Math.  Journ.^  t.V,  i85o). 
Entre  deux  courbes  isomères  (*)  il  y  a  quelquefois  des 
différences  essentielles  -,  exemple  :  par  une  courbe  du  qua- 
trième degré,  intersection  de  deux  surfaces  du  deuxième 
degré,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  surfaces  du 
deuxième  degré.  Il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  courbe  isomère 
qu'on  obtient  par  l'intersection  d'uu  hyperboloïde  à  une 
nappe  avec  une  surface  du  troisième  degré  ayant  deux 
droites  non  dans  un  même  plan  en  commun  avec  Thyper- 
boloïde  5  cette  dernière  surface  est  la  seule  du  deuxième 
degré  qui  passe  par  la  courbe  et  pas  d'autres.  M.  Stei- 

C*)  fiotpctf  degré. 
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ler  a  rencontré  cette  courbe  dans  son  célèbre  Mémoire 
iur  les  surfaces  du  troisième  degré  (Crelle,  LIII,  1857.) 

M.  Cremona  vient  de  publier  sur  cette  même  courbe 
an  opuscule  d'où  est  extrait  ce  qui  précède  ;  le  savant  pro- 
fesseur démontre  géométriquement  plusieurs  belles  pro- 
priétés. Intorno  alla  curua  gobba  delquart^  ordine^  etc,^ 
de  8  p,  in-8°.  Bologna,  1861. 


THÉORÊNE 

sur  l*élé?ation  à  nne  puissance  d'one  certaioe  progression  géométrique  ^ 

Par  m.  GARCET, 

Capitaine  du  génie,  à  Marseille. 


Si  l'on  développe  suivant  les  puissances  de  x 

p  et  n  étant  deux  entiers  positifs,  et  qu'on  additionne  les 
coefficients  de  ^  en  ^  (pourvu  que  ç  ne  dépasse  pas  p)^ 

toutes  ces  sommes  sont  égales  à  -^ à  Tunité  près. 

C'est-à-dire  que  si  q  divise  (;;  —  1  )",  toutes  ces  sommes 

^nt  égales  à  -^ ^  exactement;  et  si  g  ne  divise  pas 

[p  —  I  )",  les  unes  sont  égales  à  la  partie  entière  de  ce 
quotient  et  les  autres  à  cette  partie  entière  augmentée 
d'une  unité.  Ainsi  comme  exemple  (i  -hx-hx*y  est 

ar«< -f.  7  a:'3-|- 28:r"4-77  ^" -f- 161  x"»  H- 266j:''-h357  j:»-*- 393^' 
-h357x«-t-266:r*  4- 161  a:<  H- 77x'-i-28x2  + 7^-H  I . 
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Si   Ton  compte  les  termes  de  quatre  en  quatre  on  a 
d'abord 

I  -h  i6f  -h  357  -4-  28  =  547 , 

^  +  266  +  266+    7=546, 

284-3574-1614-    1=547, 

77 -+-393  4- 77  =  547. 

37 
c  est-à-dîre  toujours  y  (  quotient  par  excès  ou  par  défaut). 

Maïs  en  outre  si  l'on  compte  de  trois  en  trois,  on  a 

14-774-  357  4-  266  4-  28  =:  729, 

7  4-  161  4-  393  -h  î6i  47=  729, 

284-2664-357-1-    774-    1  =  729, 

37 
c'est-à-dire  toujours -x^- 

Si  on  les  compte  de  deux  en  deux ,  on  a  encore 

14-284-1614-3574-3574-1614-284-1  =  1094, 
74-774-2664-3934-2664-   77-4-  7=:  1093, 

37 
toujours  —  à  une  unité  près. 

Pour  le  cas  du  binôme  (i-j-x)",  on  trouve  le  théorème 
de  trois  en  trois  que  je  donnai  Tan  passé  (t.  XIX,  p.  82]^ 
ainsi  que  l'égalité  connue  des  sommes  de  coefficients  de 
rang  pair  et  de  rang  impair. 


(^99) 
«GESTIONS. 


596.  Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  étant  ins- 
crit à  une  conique,  si  l'on  mène  par  son  centre  des  pa- 
rallèles à  chaque  côté  du  polygone,  de  manière  à  former  un 
parallélogramme  en  chacun  de  ses  sommets,  la  somme  des 
inverses  des  parallélogrammes  de  rang  pair  est  égaie  à  la 
somme  des  inverses  des  parallélogrammes  de  rang  impair. 

(Faure.) 

597.  Si  l'ou  prend  les  polaires  des  points  milieux  des 
côtes  d'un  triangle,  relativement  à  une  conique  quelcon- 
que inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un 
triangle  qui  a  une  surface  constante.  (Faure.) 

598.  Pour  quelle  longitude  du  soleil  le  temps  que  son 
disque  met  en  à  traverser  le  méridien  est-il  un  maximum 
ou  un  nûnîmom? 

599.  Deux  tétraèdres  de  volume  V  et  V  étant  polaires 
réciproques  relativement  à  une  surface  du  second  degré 
dont  tes  demi-axes  principaux  sont  a,  i,  c,  si  l'on  dé- 
signe par  Vi ,  Vj ,  Vg ,  V4  les  volumes  des  quatre  tétraè- 
dres que  l'on  obtient  en  joignant  le  centre  de  la  surface 
aux  sommets  de  V,  on  a  la  relation 


Lorsque  V=V'  on  a  le  théorème  de  M.  Painvin 
(Noui^elles  Annales^  t.  XIX,  p.  294)« 

Il  existe  une  relation  analogue  entre  les  volumes  de 
deux  tétraèddifes  corrélatifs.  (Faure.) 

600.  Soient  ABCD,  MNPQ  deux  quadrilatères,  Tun 


(  4oo  ) 
inscrit,  Tautrc  circonscrit  à  une  même  conique,  et  tels  que 
les  sommets  du  premier  soient  les  points  de  contact  du 
second.  Démontrer  que  le  lieu  des  centres  des  coniques 
circonscrites  au  quadrilatère  Â6CD  est  tangent  au  lieu 
des  centres  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  MNPQ. 

(Gros.) 

601.  Le  produit  (p-|-2)(p-f-3)...  (p  -hç)  est  divi- 
sible par  2.3...^  lorsque  p  -f- 1  est  premier  avec  (j. 
Dans  le  cas  contraire,  il  n'est  pas  divisible. 

Par  exemple, 

in. i8. iq. 20. 21 .22.28.24 

-i — - — f—z — =  17.19.11.28 

2.8.4.5.6.7.8.9  '     ^ 

et 

16. 17. 18. 19.20.21 .22.28 16. 17. 19. II  28 

2. 3. 4- '> -6. 7. 8. 9  24 

=  ^•17.19.11.23,  nombre  fractionnaire.      (Catalan.) 

602.  Si  tous  les  éléments  d'un  plan  attirent  un  point 
en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance,  l'attraction  to- 
tale est  en  raison  inverse  de  la  distance  du  point  au  plan. 

(BOURGET.) 

603.  Si  l'on  désigne  par  E  (et ,  b)  la  circonférence 
d'une  ellipse  dont  les  axes  sont  2a,  2&,  et  si  Ton  pose 


c  =  v^«2  _  l,i^ 
on  a 

^  '  \2oH-  b     '  la-hb    j 

\ia-\-  b        2a  -h  o    ] 

(PROUHET.) 


(4oi  ) 


NOTES  SUR  QUELQUES  QUESTIONS  D'EXAMEN 
(ECOLE  POLYTECHNIQUE) 

(▼Olr  p.  886). 


III. 


Quand  V équation  F  (x,  y,  z)  =  o  du  second  degré 
représente  un  paraboloïde  hyperbolique  y  l 'équation  ho- 
mogène que  Von  obtient  en  égalant  à  zéro  V assemblage 
des  termes  du  second  degré  de  F  (x,  y,  z),  représente 
le  système  de  deux  plans  directeurs  de  ce  paraboloïde. 

Par  la  transformation  des  coordonnées,  Féquation 

(i)  Y{a:,y,z]==o 

se  réduit  à 

(a)  />2a:'  — /?"^'— grz=:o. 

Et,  dans  ce  nouveau  système,  Féquation 

p^x^'-p'^y*  =  o 

détermine  deux  plans  directeurs. 

En  revenant  aux  coordonnées  primitives,  Téquation  (a) 
devient 

p^ (a -\' ax -¥'  bf -h  czy -^ p'^^ -j- a' X -h  h* y  -f-c'z)» 

—  7 (7  -h  a"x  -h  h" y  -f-  c"  z)^  o 
ou 

fp'^{aX'^hy-\-cz^^p'^{a! x-^-  h' y ->r  c' z)^ 


-4-  Ca:  +  C'^  4-  C"  2  4-  D  =  o. 
Et,  l'équation 

Ann,  de  Blathémat.,  t.  XX.  (Novembre  1861  ).  26 
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est  remplacée  par 

(4)  />'  (a  -{-ax-hày-h  czf  — /?"  [^^a'x-^-b'x  -+-  c'z)»=:o. 

Or,  les  équations  du  second  degré  (i)  et  (3),  représen- 
tant la  même  surface  rapportée  aux  mêmes  coordonnées, 
ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur  indépendant  des 
variables  x^  y^  z\  donc  les  termes  du  second  degré  de 
F  (x^y^  z)  sont,  à  ce  facteur  près, 

p^  [ax  -\-bx-+-  czY  —  /?"  (a'  x  4-  b' y  -f-  c'  z)». 
De  plus  l'équation 

/>'  [ax  -^  bf^  czf  —  p'^  (a'  x-h  b' y  +  c'  z)»  =  o 

donne  deux  plans  respectivement  parallèles  aux  plans  dé- 
terminés par  Téquation   (4)9   et  ces  derniers  sont  des 
plans  directeurs  \  par  conséquent  la  proposition  est  dé- . 
montrée. 

IV. 

Troui^er  P équation  générale  des  paraboloïdes  hyper- 
boliques ayant  pour  plans  directeurs  deux  plans  donnés 
p,  p'  et  dont  une  génératrice  rectiligne  soit  la  droite 
donnée  a  parallèle  au  plan  p. 

Par  a  je  conduis  un  plan  p"  parallèle  à  p;  il  coupera 
p'  suivant  une  droite  a'.  Je  prends  pour  axes  des  x  et  des 
Y  les  droites  a,  a',  et  pour  axe  des  z  une  droite  quel- 
conque, autre  que  a',  et  menée  dans  le  plan  p'  par  Tin- 
tersection  des  droites  a,  ol\  Les  équations  des  plans  p'  ti 
p"  seront 

a:  =r  o,       Z  =  o, 

et  la  droite  ol  sera  représentée  par  les  deux  équations 
j  :=  o,     z  =  o. 
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II  en  résulte  que  Téquation  générale  des  paraboloîdes 
hyperboliques  ayant  pour  plans  directeurs^,;»"  oup^p* 
est 

xz-^Cx-hCy  -^Cz  -f-D  =  o  (p.  4oi), 

C,  C,  C,  D  désignant  des  coefficients  ou  paramètres 
arbitraires. 

Pour  que  la  droite  /  =  o,  z  =  o  soit  une  génératrice 
de  ces  paraboloîdes,  il  faut  que  C  et  D  soient  nuls  ]  donc 
Téquation  cherchée  est 

xz  4-  Cx  -h  C""  a  =  o. 

V. 

Lorsqu'une  équation  F  (x)  =  o  à  coefficients  corn- 

mensurables  admet  pour  racine  le  nombre  irrationnel  Va , 
le  premier  membre  F  (x)  de  V équation  est  nécessaire- 
ment diifisible  par  x™  —  a,  e/i  supposant  toutefois  qu  au- 
cune puissance  de  ya,  de  degré  moindre  que  m,  ne  soit 
commensurable  (*). 

Remarquons  d'abord  que  le  produit  de  deux  racines 
imaginaires  conjuguées  de  af^ — a  =  o  est  un  nombre 
invariable  égal  à  a',  en  désignant  par  a  la  valeur  arith- 
métique du  radical  \a.  Car  les  racines  de  x""  —  a  =  q 
s'obtiennent  en  multipliant  par  a  celles  de  x^  —  i  =  o,  et 
Ton  sait  que  le  produit  de  deux  racines  imaginaires  con- 


(*)  Je  n'affirme  pas  que  ce  soit  exactement  Ténoncé  d*ane  question 
d'examen;  c'est  seulement  l'interprétation  d'un  énoncé  assez  obscur  qui 
m'a  été  remis.  Plusieurs  questions  de  ce  genre  ont  été,  je  crois,  proposées 
dans  les  examens  publics  par  le  célèbre  auteur  de  la  Philosophie  positive, 
F.lles  s'appelaient  alors  questions  de  spontanéité.  Depuis,  elles  ont  changé 
de  nom  :  on  les  nomme  aujourd'hui  questions  à* intelligence. 

a6. 
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juguées  de  celle  dernière  équalion  esl  loujours  égal  à 
-hi. 

Il  en  résulte  que  si  aucune  puissance  de  a  de  degré 
moindre  que  m  n'est  commensurable,  le  binôme  x"*-^  a 
n'admettra  aucun  diviseur  à  coefficients  rationnels  autre 
que  x"' — a. 

En  effet  soit,  s'il  est  possible,  a:"  -f-...-f-  run  diviseur 
de  .r'" — a,  à  coefficients  rationnels  et  d'un  degré  moindre 
que  m.  Le  produit  de  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées de  l'équation 

a"  4- . . . -4-  r  =  o 

sera  égal  à  a'  \  ses  racines  réelles  ne  peuvent  être  que 
=h  a  :  donc  le  produit  dz  r  de  toutes  ses  racines  aura  pour 
valeur  absolue  a".  D'après  cela,  on  voit  que  si  le  diviseur 
x"-^  ..4-  r  avait  ses  coefficients  commensurables,  a"  se- 
rait rationnel,  contrairement  à  ce  qu'on  a  supposé,  puis- 
que n  représente  un  nombre  moindre  que  m. 

Il  est  maintenant  facile  d'établir  la  proposition  énon- 
cée. 

Car  les  équations 

F(a;)  =  o,     JcT — a  =  o 

ayant  leurs  coefficients  rationnels  et  une  racine  commune 
a,  les  polynômes  F  (a:)  et  af  —  a  admettent  nécessaire- 
ment un  plus  grand  commun  diviseur,  fonction  de  or, 
dont  les  coefficients  sont  de  même  rationnels.  Mais  on 
vient  de  voir  que  x'"  —  a  n'a  pas  d'autre  diviseur  à  coef- 
ficients rationnels  que  x"" — a\  donc  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  F  [x)  et  x""  —  a  est  x"*  —  a,  et,  par 
conséquent,  F  [x)  est  exactement  divisible  par  x^  —  a. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 


(  4o5  ) 

VI. 

Propriétés  des  diamètres  conjugués  de  V ellipsoïde. 

Ces  propriétés  ont  déjà  donné  lieu  à  plusieurs  articles 
dans  les  Nouvelles  Annales,  Mon  savant  collaborateur, 
M.  Terquem,  les  a  déduites  de  formules  générales,  ex- 
traites d'un  Mémoire  de  Lagrange  (t.I,  p.  887  et  497); 
on  peut,  sans  trop  s'écarter  du  Programme  officiel,  les 
déduire  des  formules  dont  la  connaissance  est  exigée 
pour  l'admission  à  TEcoIe  Polytechnique  5  c'est  ce  que  je 
me  propose  de  faire  voir  ici. 

Dans  les  calculs  suivants,  les  coordonnées  sont  suppo- 
sées rectangulaires  ;  a,  &,  c  représentent  les  demi-axes  de 
l'ellipsoïde;  a',  i',  c'  les  demi-diamètres  conjugués  d'un 
système  quelconque-,  (a:i,ji,  ^i),  (xj,  y,,  z^)  (x8,/8,  z^] 
les  coordonnées  des  points  auxquels  a',  i',  c'  rencontrent 
la  surface  de  l'ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes. 

1 .  Les  équations  de  la  droite  a'  sont 

X  = —  z, 

Par  conséquent  l'équation  du  plan  diamétral  conjugué 
de  a*  est 

Xt  X        y  \  j        *i  z 

La  droite  h'  appartient  à  ce  plan;  donc 


^  a}  b^  c* 


^1  J^â 

-f- 

+ 

a. 

-f- 

-f- 

o> 

«2 

-h 

-h 

'7 

= 

I 

•4- 

b' 

-h 

*5 

C2 

= 

• 

4- 

b^ 

-4- 

= 

l 
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Il  est  clair  qu'on  a  de  même 


(3) 

et,  de  plus, 

(4) 

(5) 
(6) 


L^ëquation  (4)  montre  que  ^9*^^'  -'  sont  les  cosinus 

des  angles  a,  S,  y  qu^une  droite  forme  avec  les  axes  des 
coordonnées.  On  peut,  par  la  même  raison,  considérer 

—>  "Ç  5  -%—>"??  -  comme  les  cosinus  des  an£:les  a',  6', 
a     b     c     a     b     c  o  '     7 

y' ,  a",  6'',  y''  formés  avec  les  axes  par  deux  autres  droites. 
Ces  trois  droites  sont  rectangulaires,  puisque  les  équa- 
tions (i),  (2),  (3)  donnent 

Gosa  cosa'  -f-*cos6  cos6''-h  COS7  C0S7'  =  ^y 

cosa  cosa"  4-  cos6  cos6"  +  C0S7  COS7''  =  o, 

cosa'  cosa"-f-  ces 6'  ces 6" -h  cos7'coS7"  =  o. 

Il  en  résulte 

cos^a  -I-  cos^a'  -H  ces'  a"  =  i , 

COS^S  4-  COS^ê'  4-  €08^6''=  I  , 

cos'7  "*"  ces' 7'  4-  ces' 7"  =  i , 


(  4o7  ) 
doù 

(7)  x\-\-x\  +  xl=a\ 

(8)  ■  rî-hrî  +  r;  =  ^S 

(9)  z]+zl-^zl^c\ 
C'est-à-dire  que  : 

Les  sommes  des  carrés  des  projections  de  trois  dia- 
mètres conjugués  a',  b',  c'  sur  les  axes  de  V ellipsoïde 
sont  respectivement  égales  aux  carrés  de  ces  axes. 

Et  conséquemment  : 

La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  est 
égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes  de  l'ellipsoïde. 

2.  Les  iroîd  droites  (oLje.y),  («',  6', /),  (a",  6",/) 
étant  rectangulaires,  on  a 

cosa  cos6  -t-cûsa'  cos6'  -h  cosa"  cos6''  =  o 
on 

(10)  ^^PiXt-h^ifi-hx^Xi^^  o, 
et  de  même 

(l  l)  Xi  Z,  -h  ^a  «2  -h  ^3  »3  =  O, 

(12)  ri«i-H/2a»-hr8«3  =  o. 

Au  moyen  de  ces  trois  relations,  nous  allons  démontrer 
que  : 

La  somme  des  carres  des  projections  de  trois  dia- 
mètres conjugués  sur  une  droite  quelconque  est  égale  à 
la  somme  des  carrés  des  projections  des  axes  sur  cette 
droite. 

En  effet,  soient  /,  m,  n  les  cosinus  des  angles  que  i'oai 
les  axes  des  coordonnées  or,  /,  ^,  avec  la  droite  considérée, 


(  4o8  ) 
et  p,  p\  p"  les  projections  de  a',  i',  c'  sur  la  droite 
(/,  m,  /i).  Comme  a'  est  la  résultante* du  contour  formé 
par  les  coordonnées  Xt,  j^i,  Zx^,  le  principe  relatif  à  la 
projection  de  la  résultante  donne 

p^  =  {/ar,  -4-  myx  4-  /iz,)% 
on  a  de  même 

/?"  =  (te,  -h  nyr,  -h  /iz,)% 
/?''«  =  (/x,  -h  wr,  +  «23)». 

Additionnant  ces  trois  équations,  en  ayant  égard  aux 
relations  (10),  (11),  (12),  il  vient 

ou 

Ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

3.  De  Téquation 

cosa  cosa'  -f-  cosê  cos6'  -H  C0S7  COS7'  ==  o, 

on  tire  d'abord 

(cosa  cosa'  -^  cosê  ces 6')'-' 
=  cos'7  cos'7'  =  (i  —  cos*a  —  cos*6)(i  —  cos'a' —  cos'6'). 

Puis,  développant  et  réduisant, 

(cosacosê'  —  cosScosa'}' 
=  cos^a  -i-  ces' 6  4-  cos*  a!  -f-  cos^  6' —  1  =  1  —  cos*7  —  cos'7' 

ou 

(cosacosê'  —  cosêcosa')'  =  cos'7''. 

Cette  dernière  équation  devient,  en  substituant  aux  co- 


(4o9) 

sinus  leurs  valeurs  —  ?  -r?  etc., 
a     b 


d'où 


(l3)  [:r,j,-j,x,p==û'ô»r'^. 


Et  seniblablement  on  a 

(l4)  [x.z, -».ar,p=//»^»c^-^, 


(l5)  [jr.3,-3.j.,p=^'6^c'-^ 


Les  égalités  précédentes  (i3),  (i4)î  (ï5)  vont  nous  servir 
à  établir  cette  proposition  : 

Le  parallélipipède  construit  sur  trois  diamètres  conju- 
gués a',  b',  c'  de  Vellipsoïde  est  équii^alent  au  parallé- 
lipipède des  axes  de  cette  surface. 

Je  prends  pour  base  du  parallélipipède  des  diamètres 
conjugués  le  parallélogramme  construit  sur  a' et  b\  En 
nommant  s  la  surface  de  ce  parallélogramme  et  0  Tangle 
des  droites  a'^  b\  on  aura 

s  =  a'  à'  sinô. 

Mais  les  droites  a\  b*  ont  pour  équations 

*i  ri  ^i  Xi 

«  =  ^«,      ^=--z;      x^-^z,      r=7-^' 

Z|  Z,  Zi  Zj 

donc 

ros9  =  "^t  ^7  -f-  Ji  Ja  +  Z|  z, 


(  4io  ) 

il  en  résulte 

Et  par  suite 

égalité  qui  revient  à 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Les  relations  (i3),  (14)9  ('S)  réduisent  cette  dernière 
expression  de  5*  à 


^'='"*'4^-^il^?]- 


D'autre  part,  la  hauteur  h  du  parallélipipède  considéré 
étant  la  distance  du  point  (Xz^y^^  z^)  au  plan 


on  a,  d'après  une  formule  connue, 


Delà 

Ou,  en  désignant  par  i^  le  volume  du  parallélipipède, 

C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4.  Actuellement,  je  désigne  par  o)  l'angle  que  le  plan 


{4ii  ) 

des  coordonnées  x^y  fait  avec  le  plan  des  diamètres  con- 
jugués a',  V  et  qui  a  pour  équation 


La  valeur  de  cosoi)  sera  déterminée  par  I  égalité 


COS'b)  : 


ou 


cos'w  =  ^*  —  , 
& 


puisque 


L'équation 


h}. 


cos*«>=  A*  -f 


donne  successivement 


.ï»  COS'W  =  f»  A»  ^  =  «»  ft»  C»  ^  =  €1»  ^»  ^ 


ou 


(fCOSû))'=(«^)'^. 

Mais  le  produit  5.cosot>  est  la  projection  du  parallélo^ 
gramme  s  sur  le  plan  des  coordonnées  x>^',  on  a  donc,  ea 
désignant  par  P  cette  projection, 


(412) 

Si  s\  s"  représentent  les  parallélogrammes  construits 
sur  les  diamètres  conjugués  a',  c'  et  i',  c\  et  P',P''  les  pro- 
jections de  s',  s"  sur  le  plan  des  x^j^  il  est  clair  qu'on 
aura  de  même 

et,  par  suite. 

Ainsi,  la  somme  des  carrés  des  projections  sur  le  plan 
des  xy  des  parallélogrammes  construits  sur  trois  dia- 
mètres conjugués  quelconques  est  égale  au  carré  du  rec- 
tangle des  deux  axes  qui  appartiennent  à  ce  plan. 

Et  comme  le  même  principe  s'applique  évidemment 
aux  projections  sur  les  deux  autres  plans  des  coordonnées, 
il  en  faut  conclure  que  : 

La  somme  des  carres  des  parallélogrammes  construits 
sur  trois  diamètres  conjugués  quelconques  de  F  ellipsoïde 
est  une  quantité  constante  et  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  rectangles  construits  sur  les  trois  axes  de  la 
surface. 

Cette  dernière  proposition  et  les  deux  égalités 
fl"  -+■  b'^  4-  c"  =  «2  -f-  ^'  +  c%     p  =  abc, 

démontrées  (n°*  1  et  3),  résultent  encore  des  relations 
qui  existent  entre  les  racines  et  les  coefficients  d'une 
équation  du  troisième  degré ^  c'est  ce  que  nous  allons 
expliquer. 

5.  De  Téquatiou  de  Fellipsoïde 

X^  V»  2» 

P  +  P  +  ?  =  '' 


(4«3) 

je  retranche  l 'équation  de  la  sphère 


X^  V»  z^ 


il  en  résulte 


équation  d'un  cône  dont  le  sommet  est  au  centre  de  l'el- 
lipsoïde et  qui  passe  par  les  points  communs  à  Tellipsoïde 
et  à  la  sphère. 
Soit 

Si  Ton  suppose 
Féquation  (i)  se  réduit  à 

et  comme  (t; ;)»  (- -A  ont  le  même  signe,  l'é- 
quation (2)  n'admet  pas  d'autre  solution  réelle  que 
y  ==  G,  ^  =  o,  c'est-à-dire  que  dans  ce  cas  l'équation  (i) 
représente  l'axe  des  x* 

On  verra  de  même  que  si  r  =  c^  l'équation  (1)  repré- 
sente l'axe  des  z. 

Lorsque  r==ft,  Téqualion  (i)  devient 

les  coefficients   f—  — jAi  (-  —  jA    ayant  des  signes 


t4i4) 

■contraires,  Téquatioii  (3)  est  Téquation  du  système  de 
deux  plans  qui  se  coupent  suivant  l'axe  desj^. 

Ainsi  le  cône  se  réduit  au  système  de  deux  plans  qui 
se  coupent,  ou  bien  à  une  droite,  suivant  que  la  sphère  a 
pour  diamètre  l'axe  moyen  de  Tellipsoïde  ou  l'un  des 
deux  autres  axes.  Dans  le  premier  cas,  en  coupant  par 
un  plan  la  surface  que  Téquation  (i)  représente,  on  aura 
pour  section  deux  droites,  et,  dans  le  second  cas,  on  aura 
pour  section  un  seul  point. 

Réciproquement,  si  la  section  est  formée  de  deux 
droites  concourantes  ou  d'un  seul  point  réel,  le  diamètre 
de  la  sphère  sera  nécessairement  égal  à  Tun  des  trois  axes 
de  Tellipsoïde,  en  admettant  toutefois  que  le  plan  sécant 
ne  passe  pas  par  Torigine  des  coordonnées  qui  est  le  som- 
met du  cône. 

Cela  posé,  nommons  a\  i',  c'  trois  demi -diamètres 
conjugués  de  l'ellipsoïde  et  a.  S,  y  les  angles  que  ces  dia- 
mètres forment  deux  à  deux  \  en  les  prenant  pour  axes 
de  coordonnées,  l'ellipsoïde,  la  sphère  et  le  cône  seront 
respectivement  représentés  par  les  équations 

+ -  (7)  (7)  '''''' + -"  (j)  (7)  "^'^  -^  ^  (7)  (7  )  *"«^^ = '' 

+K^)  (j)'''''-^^{^)  ij)  •="''«+=(7)  (7)  '=°^^=<'- 

La  projection  sur  le  plan  des  xy  de  l'intersection  du  cône 


(4.5) 
el  d'un  plan  z  =  m  a  pour  équation 


m 

4-2  — 

r 


ou  plus  simplement 

(4)  A7»4-Bjrj-f-Cj:»-hD7-i-E^-+-F: 

en  posant 


A  =  7î-^,' 


„        2C0Sa 
B  = -— > 


c=-L-4, 


2/WCOS7 

E  = 


2/71  cos6 


--(^-^)- 


Pour  que  le  diamètre  de  la  sphère  soit  égal  à  Fun  des 
trois  axes  de  rellipsoïde,  il  faut  que  l'équation  (4)  repré- 
sente deux  droites  ou  un  point,  ce  qui  donne,  comme  on 

sait, 

AE»  -h  CD'  -h  FB»  —  BDE  —  4  ACF  =  o. 

En  remplaçant  A,  B,  C,  D,  E,  F  par  leurs  valeurs,  on 
trouve 

H-[a'2^'^sin'a-+.fl'»c'^sin'6-+-*''c'^sin27](r2) 
— a'*6''c'*[i  +  2 cosa cosêcosy — cos'a  - cos'6  - 008*7]  =  o. 


(  4i6  ) 

Les  valeurs  de  r*  qui  vérifient  cette  équation  étant  a\ 
i*,  c',  on  a 

(5)  rt''4-^'»-|-c'»  =  fl'-4-  ^'4-r% 

(«'  b'  sina)»  -h  (a'  d  sin6  )»  ■+-  (^^^  </  siny)^ 


(6) 

(aj-^  h"^  c''^\\  -f-  2cosacos6cos7 — cos'a  —  ces* 6  —  cos'7] 

Les  relations  (5)  et  (6)  donnent  une  nouvelle  démons- 
tration des  propositions  déjà  établies  (n***  1  et  4).  Pour 
interpréter  l'égalité  (7),  remarquons  que  les  diamètres 
conjugués  a',  h\  c'  déterminent  un  trièdre  dont  les 
angles  plans  sont  a,  6,  y.  En  nommant  d  le  dièdre  opposé 
à  Cf.  dans  cet  angle  solide,  on  aura,  d*après  la  formule  fon- 
damentale de  la  trigonométrie  sphérique, 

cosa  —  cos6cos7 

COSÔ  = r-T-T » 

smSsmy 

d'où 

.     ^       I  H-  1  cosa  cos6  COS7  —  cos'a  —  cos^ 6  —  cos'7 

s,n» e  == '  ^a   '  1 ' ' 

sm^'êsm^^y 

Il  en  résulte,  en  ayant  égard  à  l'équation  (7)  : 

a'^b'^c'^  sin=»Ôsin»6sin^7  =  à"  b^t^, 
a*  b'  c*  sinG  sinS  sin7  =  abc. 

Donc,  le  parallélîpipède  construit  sur  les  trois  diamètres 
conjugués  a',  i',  c'  est  équivalent  au  parallélipipède  des 
axes.  G. 


(4i7) 


PROPRIÉTÉ  DES  COEFFICIENTS  DU  BINOME 
ET  THEOREME  SYLYESTER  SUR  LES  DÉTERMINANTS  ; 

Par   m.   BAEHR, 

Professeur  à  Groningue. 


I.  Soît  l'identité 


ni  =  o 

OÙ  les  coefficients  A  au  premier  membre  sont  tout  à  fait 
arbitraires  et  indépendants  entre  eux.  Désignant  les  coef- 
ficients du  développement  de  (a -h  b^  de  la  manière  sui- 
vante 

■=(:>  H(!)-  ^^=(:)-' 


^(y  — i)...(y  — /wH-i)  _(q\_ 
I .  ?. .  .  ,m 


on  aura 


Si  dans  Téquation  (i)  on  change  x  en '- — »  et  par 

conséquent  i  —  a:  en     »  et  si  l'on  multiplie  ensuite 

les  deux  membres  par  (i  —  j:)p,  elle  devient 

Ann,  de  MathémaU,  t.  XX.  (Novembre  1861.)  27 


(  4«8) 

de  sorte  que  Ton  a  réciproquement 

Changeant  dans  Téquation  (i)  j:  en  i  —  Xy  elle  devient 

et,  égalisant  les  coeflScienls  de  x''"'"  dans  les  deux  mem- 
bres, on  obtient  encore 

Eliminant  A'  entre  (a)  et  (b)  et  ensuite  entre  {a)  et  (c), 
on  aura  les  deux  identités 

*-=(-)-z,2/-')'(;)(:)»^. 


et 


où  l'on  peut  se  passer  de  marquer  les  limites  des  va- 
riables /i  et  fx,  parce  que  le  symbole  (  ^  j  est  zéro  lors- 
que la  valeur  de  la  variable  est  en  dehors  de  ses  limites. 
La  première  de  ces  deux  formules  donne 

2(^i)f'(''\(^\=[       ^'       si  «  ^  m, 
et  la  seconde 

^f^  VA/'  —  '")       \     '"     /        I  I,  si  //=/?  — w. 


(4i9) 
Ainsi   l'on   a   par  exemple,   faisant  ^  =  8,    m  =  4? 

2, '-''(:)($) 

=  70.1  —  56.5-i- a8.i5  —  8. 35+  1.70=0, 

=  1 .  looi  —  8.286 -h  a8.66  — 56.11  -h  70.1  =  i5 

et  faisant  w  =  io=p  —  met/i=:i'i]>p  —  m, 

2(-)'(';)Ct'') 

=  i.iooi  —  10.286  4- 4^-6^  —  120. Il  +210. 1  =  I, 

2(-)'(■;)('^■:'') 

=  I .  looi  —  12. 286 -h 66.66 —  220. 1 1  •4-495- 1  =  o. 

II .  Le  théorème  de  M.  Sylvester  sur  le  déterminant  A 
(Bkiosghi,  traduction  de  M.  Combescure,  p.  33)  peut 
aussi  facilement  se  déduire  des  plus  simples  propriétés 
des  déterminants,  sans  qu'on  ait  recours  à  leur  multipli- 
cation. Premièrement  on  voit  aisément  que  la  valeur  de 
A  ne  change  pas,  si, exceptant  les  éléments  de  la  dernière 
colonne  et  ceux  de  la  dernière  ligne,  on  ajoute  aux  élé- 
ments d'une  même  ligne  la  même  quantité  //g^  car  on  a 

27. 


(4ao) 


successivement 


I  I 

«1.1  4-  ^i     «i,i  —  ^1,1    . 


I  O 


«11,1 -4- /'n       ûii,î  —  «n.l      •••     «/!.« «n.l         « 

I  4-0  O  O  O 

«M        «1,^  —  «i.l     ..  «l.n  «1,1         I 

«j  I       «a,ï  —  «»,ii    .  •  .  «î.i  —  «7,1       1 


«11,1  «/i,s  —  ^«.1 

I  O 

«1,1  «^1,2      .  .    .      «1,11  I 

«J,l  «».î      .       .       «2.H  ï 

«n,l  «/I.2     .  .  .     «/».n  1 

1  1         ...        I  O 


«/i,n  —  «w.i        l 
C)  O 


=  A; 


il  en  sera  de  même  lorsqu'on  ajoute,  sous  la  même  res- 
triction, aux  cléments  d'une  même  colonne  la  même 
quantité  Â^,;  donc,  en  faisant  les  deux  substitutions  Tune 
après  l'autre,  on  obtiendra  A  =  H. 


(4ai  ) 


RÉSOLUTION  TRI60N0MÉTRIQUB  D'UNE  ÉQUATION 
DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 


X»  4-aa: —  b  z=  o. 


|(f)'=tang„ 


<f^ 


.? 


tang-  =sin4>, 


■•=-'v1- 


cos^  ^ 

sin>|f 


(j^str.  Nach.j  n<*  1016,  p,  118.) 


THÉORÈME  D  ALGÈBRE 
SUR  LES  SOMMES  DES  PUISSANCES  DES  RACINES; 

Par  m.  Mighàel  ROBERTS. 


Dans  le  numéro  de  janvier  1861,  M.  Painvin  a  inséré 
quelques  remarques  sur  les  racines  multiples  des  équa- 
tions algébriques.  Je  pense  que  le  théorème  suivant,  qui 
est  en  rapport  avec  le  même  sujet,  est  digne  d*ètre  remar- 
qué. Soient  ^0)  <^i9  •  •  •  )  les  sommes  des  puissances  zéro, 
première,. . .,  des  racines  de  Téquation 

(«.,  fl„  a,  ,...,£!„)  (a?,  i)»=:o, 


(4") 


et  posons 


alors  S  est  Torigine  d'un  covariant  de  la  forme 

(fl.,âr,,  ...  ,fl„)(ar,j)» 

du  degré  2r  dans  les  a,  et  du  degrë  2r(n — r — i)  dans 
les  variables  x^y  (voir  le  Quarlerly  Journal^  octobre 
1860,  p.  174)*  Représentons  les  coefficients  binomiaux 
par  S,  Si,  Sj,...,  Sfr(n-r-i)«  Si  l'équation  dont  il  s'agita 
une  racine  (a)  dont  le  degré  de  multiplicité  est  n  — /',  alors 


Sarfw— r— 1)     S>r(n 


Sjr(n— r— 1)— I  S2r(n— r— 1).^: 


0-1  Oa 

S.  ' 


.S. 

S 


et,  pour  ce  cas,    l'invariant  quadratique  du  covariant 
s'annule. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  568 

(▼olrp.  111); 

Par  m.  E.  LEFRANÇOIS, 

Elève  du  lycée  Louis-le-Grand  (classe  de  M.  Lionnet). 


Construire,  sans  admettre  aucun  postiUatum  relatif 
aux  parallèles,  un  trapèze  tel,  que  les  milieux  des  deux 
côtés  et  les  milieux  des  deux  diagonales  soient  sur  une 
même  droite  parallèle  aux  bases,  et  que  chaque  diagonale 
fasse  avec  cette  droite  et  la  plus  [  etite  base  des  angles 
alternes-internes  égaux  entre  eux. 


(  4^3  ) 
Traçons  deux  droites  qui  se  coupent  en  O  ;  de  ce  point 
comme  centre,  avec  un  rayon  arbitraire,  décrivons  une 


A             I             B 

oX     NJ --""r^^M     Xp        T 

>""   r  '^-^j 

circonférencequl  coupe  ces  droites  en  des  points  A,  B,M,JN^ 
des  points  M  et  N  comme  centres,  avec  un  rayon  ^gal  à 
Tun  des  diamètres  AM  ou  BM,  décrivons  des  arcs  qui  cou- 
pent les  prolongements  de  ces  diamètres  en  des  points  C 
et  D;  traçons  les  droites  AB,  BC,  CD,  AD,  et  le  quadrila> 
tère  ABCD  répond  à  l'énoncé. 

En  effet,  les  triangles  OAB,  OCD,  OMN,  étant  isocèles 
par  construction,  les  droites  01,  OK,  OL  menées  de  leur 
sommet  commun  aux  milieux  de  leurs  bases  respectives 
sont  perpendiculaires  à  ces  bases  et  bissectrices  de  l'un 
des  angles  au  sommet  ÂOB,  COD;  donc  elles  sont  si- 
tuées dans  la  même  direction,  et  les  droites  AB,  CD,  MN, 
perpendiculaires  à  une  même  droite  IK,  sont  parallèles; 
donc  la  figure  ABCD  est  un  trapèze  où  la  droite  MN,  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales,  est  parallèle  aux  bases; 
de  plus,  les  triangles  isocèles  OAB,  OMN  ayant  un  angle 
égal  et  compris  entre  côtés  égaux,  les  angles  alternes- 
internes  BAC  et  AMN,  ABD  et  BNM  sont  égaux;  il  suffit 
donc  de  démontrer  que  les  points  P  et  Q  où  la  direction 
MN  rencontre  les  côtés  BC^  AD,  sont  les  milieux  de  ces 
côtés. 

Abaissons  les  perpendiculaires  AR,  BS,  CT  sur  cette 
direction  MN  :  les  triangles  rectangles  CMT,  AMR  ayant 
rbypoténuse  CM  =  AM  et  les  angles  aigus  en  M  égaux 
comme  opposés  au  sommet ,  le  côté  CT  =  AR;  les  triangles 
rectangles  BNS,  AMR  ayant  l'hypoténuse  BN  =  AM  et  les 
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angles  aigus  N  et  M  égaux,  ou  a  BS  =  AR  ^  donc  BS  =  CT, 
et  les  triangles  rectangles  BSP,  CTP  ayant  les  angles 
aigus  en  P  égaux  comme  opposés  au  sommet  et  le  côté 
BS  =  CT,  l'hypoténuse  BP=CP;  donc  le  point  P  est 
le  milieu  de  BC.  On  prouverait  de  même  que  le  point  Q 
est  le  milieu  de  AD. 


NOTE  SUR  LES  LIGNES  DE  COURBURE  DE  L'ELLIPSOÏDE; 

Par  m.  DEWULF, 

Capitaine  clu  génie,  à  Bougie. 


Les  propriétés  focales  des  lignes  de  courbure  de  l'ellip- 
soïde  ont  été  dans  ces  derniers  temps  l'objet  des  études  de 
plusieurs  géomètres. 

Il  ne  sera  pas  sans  utilité  de  rappeler  par  ordre  d'an- 
cienneté les  principaux  théorèmes  qui  se  rapportent  à  ces 
propriétés. 

MoNGE.  —  Par  chaque  ligne  de  courbure  de  rellipsoïde 
passent  trois  cylindres  du  second  ordre  dont  les  axes  coïn- 
cident avec  les  trois  axes  de  l'ellipsoïde.  Tous  les  cylindres 
de  même  axe  passant  par  les  différentes  ligues  de  courbure 
sont  homofocaux. 

Du  PIN. — Si  deux  surfaces  se  coupent  orthogonalement, 
elles  se  coupent  réciproquement  suivant  leurs  lignes  de 
courbure. 

PoKCELET  [Propriétés  projectwes y  p.  SgS). — Les  som- 
mets des  différents  cônes  du  second  ordre  qui  renferment 
la  courbe  d^intersection  de  deux  surfaces  quelconques 
du  second  ordre,  sont  tels,  que  le  plan  polaire  de  l'un 
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quelconque  d'entre  eux  passe  à  la  fois  par  tous  les  autres. 

Le  nombre  de  ces  sommets  est  au  plus  de  quatre,  et  le 
tétraèdre  qui  leur  appartient  est  tel,  qu'une  arête  quel- 
conque a  pour  polaire  réciproque  dans  l'une  et  dans 
l'autre  surface  Tarête  respectivement  opposée  de  ce  té- 
traèdre. 

Ce  théorème  très-général,  très-important,  est  malheu- 
reusement peu  connu. 

Jacobi  {Journal  de  Lioui^ille^  t.  XI,  p.  237).  — Chaque 
ligne  de  courbure  de  Tellipsoïde  a  deux  foyers. 

Catalan  (  Nouv^elles  Annales  de  Mathématiques , 
t.  VI,  année  1847). —  Si  deux  surfaces  du  second  ordre 
ont  leurs  plans  principaux  parallèles  chacun  à  chacun, 
leur  intersection  est  sur  une  surface  de  révolution  du  se- 
cond ordre  (*). 

Valson  (1854).  —  Il  existe  deux  sphères  doublement 
tangentes  à  rellîpsoïde  aux  points  ombilicaux,  telles,  que 
la  somme  ou  la  différeuce  des  tangentes  menées  d'un  point 
quelconque  d'une  ligne  de  courbure  ellipsoïdale  est  con- 
stante. 

11  existe  un  plan  directeur  par  rapport  à  chaque  sphère. 

Hellermaimiï  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques^ 
i858). —  Généralisation  des  propriétés  précédentes.  Elles 
existent  pour  six  sphères  placées  deux  à  deux  sur  les  trois 
axes  de  la  surface  du  second  ordre. 

Dejl  Becgaro  (Annali  di  Tortolini,  iS5g). — Exten- 


{*)  Il  est  important  de  remarquer  qu'en  i838  (^Journal  de  Liouville, 
t.  ni,  p.  403)  M.  Chasles  et  qu'en  i843  (Journal  de  CrcUe)  M.  Sleiner 
avaient  énoncéla  propriété  de  deux  cercles  doublement  tangents  à  une  co- 
nique, quel;i  somme  ou  la  différence  des  tangentes  menées  d'un  point  do 
la  conique  à  ces  deux  cercles  est  constante. 
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sioii  des  propriétés  précédentes  aux  surfaces  dénuées  de 
centre  <t  théorème  analogue  à  celui  de  Joachimslhal  pour 
les  surfaces  du  second  ordre  dénuées  de  centre. 

L'abbé  Aoust  (mai  1869,  Comptes  rendus), — Par 
une  même  ligne  de  courbure  de  l'ellipsoïde  passent  trois 
surfaces  de  révolution  du  second  ordre,  dont  les  axes 
de  révolution  coïncident  avec  les  trois  axes  de  Tellip- 
soïdc. 

Toutes  les  surfaces  de  révolution  qui  ont  même  axe  et 
qui  passent  par  les  différentes  lignes  de  courbure  d'une 
même  série  sont  tangentes  aux  deux  sphères  focales  dont 
les  centres  sont  situés  sur  Taxe  de  révolution. 

L'abbé  AousT  ( novembre  iSSp,  Comptes  rendus), — 
Toutes  les  propriétés  d'un  certain  ordre  des  lignes  de 
courbure  de  l'ellipsoïde^  et  notamment  les  propriétés  fo- 
cales, se  déduisent  d'une  manière  élémentaire  du  théo- 
rème des  trois  surfaces  de  révolution  passant  par  une 
même  ligne  de  courbure. 

L'abbé  Aoust,  1861.  —  1°  Si  l'on  mène  deux  sphères 
égaies  doublement  tangentes  à  un  ellipsoïde,  telles,  que 
leurs  centres  soient  situés  sur  l'un  des  trois  axes  et  que 
leur  rayon  soit  moyen  proportionnel  entre  les  deux  rayons 
principaux  de  courbure  de  l'ellipsoïde  menés  à  l'extré- 
mité de  cet  axe,  toutes  les  surfaces  de  révolution  du  se- 
cond ordre  autour  du  même  axe,  et  tangentes  à  ces  deux 
sphères,  déterminent,  par  leur  intersection  avec  Fellip- 
soïde,  les  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  de  celte 
surface. 

2°  Si  l'on  mène  les  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe, 
contenant  chacun  l'une  des  cordes  de  contact  de  l'ellip- 
soïde avec  les  deux  sphères,  les  surfaces  de  révolution 
dont  les  contacts  avec  les  deux  sphères  sont  situés  entre 
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les  deux  plans  déterminent  toutes  les  lignes  de  courbure 
d'un  système,  et  celles  dont  les  contours  sont  situés  hors 
des  deux  plans  déterminent  toutes  les  lignes  de  courbure 
de  Tautre  système. 

Il  y  a  trois  manières  d'obtenir  les  lignes  de  courbure 
de  Fellipsoïde  par  son  intersection  avec  des  surfaces  de 
révolution  du  second  ordre  suivant  que  l'on  prend  pour 
axe  de  révolution  de  ces  surfaces  F  un  des  trois  axes  de 
Tellipsoïde. 

Je  ferai  voir  dans  une  autre  Note  comment  tous  ces 
théorèmes  peuvent  se  déduire  de  celui  de  Poncelet. 


RELATION 

eotre  les  rayoïs  de  conrbare  d'uoe  courbe  et  de  sa  perspective 
et  coiisidératioBS  sur  les  fojers  des  lunettes  ^ 

Par  m.  PEA13CELLIER, 

Capitaine  du  génie,  à  Nice. 


Soient  a,  i,  c  trois  points  infiniment  voisins  d'une 
courbe  et  a\  ft',  c'  leurs  perspectives  sur  une  surface 
quelconque  prise  d'un  point  O.  L'angle  visuel  des  élé- 
ments aby  a'  V  est  représenté  par  l'une  ou  l'autre  des 
expressions 


ah^\Ti[ah^  Oa)       a'  b'  sin  [a'  6',  Oa') 


en  sorte  que 


«^_0û'    ûï\[abyOa)    _  R^    sin^RT) 
ab   ""0«  sin(«'6',  Ofl')"~S"  sin(R'T')' 


(4î»8) 

R,  R'  étant  les  rayons  de  courbure  respectifs  et  T,  T' les 

tangentes  aux  points  considérés  a  et  a\ 

On  arriverait  k  la  même  expression  pour  la  limite  des 

b' c'     a' c'      ,,    ,  .1 
rapports  -j-i  — -  ;  d  ou  il  suit  que 

n'  b'Xb'c'yja'c'  _  /R^\    sin»  (RT) 
^*'  ab>C^bcy<,ac      ""  \R  j  sin^  (R'T')' 

Si  Ton  appelle  S,  S'  les  surfaces  et  P,  P'  les  plans  des 
triangles  «6c,  a'  b'  c'^  on  a  l'égalité 


Ssin(R,P)         R'» 
S'sin(R',  P')"~"R' 


^^^  Q.'  fiîr»  (T^f     D'\  —  n'a 


ab'Xbc'X  ac 

'■-        4s        ' 

r' 

a'b'XÙ'c'Xa'c' 

Enfin  l'expression   du  rayon  du   cercle    circonscrit  au 
triangle  a&c,  c'est-à-dire  du  rayon  de  courbure  en  «,  est 


de  même 


4s' 

La  combinaison  de  ces  égalités  avec  les  relations  (i) 
et  (2)  donne 

l!  —  ?^  /  sinR,  T  y  sin(P^R^)^ 
r  ~R   \siaR',  Ï7     sin(P,  R)  ' 

c'est  la  relation  qui  existe  entre  les  rayons  de  courbure 
de  deux  points  correspondants. 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 


/>,  //  représeutant  les  distances  du  centre  perspettif  aux 
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plans   osculaleurs,   T,   T'  les   longueurs   des  tangentes 
issues  d'un  même  point  et  aboutissant  aux  points  consi- 
dérés a  et  a'. 

Si  l'on  considère  une  courbe  et  une  perspective  planes, 

le  rapport  —  est  constant,  et  les  rayons  de  courbure  va- 
rient proportionnellement  aux  cubes  des  tangentes. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  corres- 
pondantes est  une  droite. 

Deux  courbes  du  second  ordre  situées  dans  un  même 
plan  peuvent  être  considérées  comme  perspectives  l'une 
de  l'autre.  Les  centres  perpeçtifs  sont  les  deux  points  de 
rencontre  des  tangentes  communes  de  même  espèce. 

On  en  conclut  que  leJieu  des  rencontres  des  tangentes 
en  des  points  correspondants  est  une  ligne  droite  telle, 
que  le  rapport  des  rayons  de  courbure  aux  points  de  con- 
tact varie  proportionnellement  aux  cubes  des  tangentes 
aboutissant  à  ces  points.  Il  existe  quatre  droites  de  cette 
espèce. 

Une  courbe  du  second  degré  peut  être  considérée 
comme  la  perspective  d'une  conique  égale  tracée  sur  le 
cône  perspectif  et  placée  dans  une  position  symétrique 5 
alors  p=p\  Si  l'on  suppose  que  le  centre  perspectif  se 
rapproche  indéfiniment  du  plan  de  la  courbe  donnée, 
cette  courbe  et  sa  perspective  se  superposeront.  L'égalité 


subsistera,  et  comme  le  sommet  du  cône  a  été  choisi  tout 
à  fait  arbitrairement,  il  en  résulte  ce  théorème  : 

Dans  toute  section  conique  les  rayons  de  courbure  en 
deux  points  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des  lon- 
gueurs des  tangentes  qui  aboutissent  à  ces  points. 
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'jnonces. 


I.  La  formule  rigoureuse  des  foyers  conjugués  d'une 
lentille  revient  à  régalîtéj^f*'  =  —  A*  [f^^f  représentant 
les  distances  de  deux  foyers  conjugués  à  deux  points  fixes, 
lesquels  sont  eux-mêmes  les  foyers  principaux). 

II.  Un  S}  stème  de  lentilles  ayant  même  axe  principal 
se  comporte  comme  une  lentille  unique  quant  aux  foyers, 
et  comme  une  autre  lentille  unique  quant  aux  images. 


SOLUTION  DB  LA  QlimiON  579 

(Toir  page  XU); 

Par  m.  COLLAT, 

Professeur  au  collège  de  Montignac-sur-Vezère  (Dordogne)  (*). 


Ëtant  donnée  une  courbe  quelconque  sur  la  sphère, 
d'un  point  fixe  C  sur  la  sphère  menons  à  la  courbe  le 
rayon  vecteur  sphérique  CO  ;  prenons  sur  ce  rayon  un 
point  O  tel,  qu'on  ait 


.   CO' 

sm  — 

2 

.    CO  ' 

sin  — 

9. 


quantité  constante.  Le  lieu  des  points  O'  forme  une  se- 
conde courbe  telle,  qu'on  aura  :  aire  de  la  courbe  CO'  est 
à  Faire  de  la  courbe  CO  comme  a'  est  à  i. 


C*)  Collège  dirigé  par  M.  Bâillement,  chef  de  bataillon  du  génie  en  non- 
activité  pour  infirmité  temporaire. 
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Lemme.  L'éléraeDt  de  la  surface  sphérique  compris 
entre  deux  rayons  vecteurs  sphériques  infiniment  voisins 
et  un  arc  de  la  courbe  a  pour  expression 

£/S==  2R»sin'  -£/L, 

R  est  le  rayon  de  la  sphère,  dL  l'angle  des  deux  plans 
qui  contiennent  les  rayons  vecteurs  et  X  la  distance  angu- 
laire du  point  O  au  point  C. 

Pour  le  démontrer,  du  point  C  comme  centre  je  décris 
sur  la  sphère  une  circonférence  passant  par  le  point  O 
et  coupant  le  rayon  infiniment  voisin  au  point  tù.  On 
peut  négliger  OwO,  infiniment  petit  du  second  ordre. 
Quant  à  COco,  son  rapport  à  la  zone  qui  aurait  C  comme 

pôle  et  CP  comme  hauteur  de  la  zone  est  égal  à  — • 

Cette  zone  a  pour  surface 


donc 


27rR X  CP  =  2irR' (i— cos5i)  =47rR' sin» -; 

2 


rfS  =  2R»sin2-rfL. 

2 


Tliéoreme.  Soient  AB  et  A'  B'  les  deux  courbes  dépen- 
dant l'une  de  Tautre  par  la  relation 

.    CO' 

sm  — 

2 

sm  — 

2 

rélément  COw  =  cfS  =  2R»  sin^  -  dh, 

2 

V 

CO'w'=^S'c=:  2R'sin'-rfL; 
2 
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dont 


par  conséquent 


sin^  - 

2 


CAB=/</S, 


puisque  tous  les  éléments  de  la  surface  CA'B'  sont  avec 
les  éléments  de  la  surface  CAB  dans  un  rapport  con- 
stant a*. 


DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DE  L'AIRE  DU  TRIANGLE 
EN  FONCTION  DES  COTÉS; 

D'après  HÉRON  D'ALEXANDRIE. 


Soient  ABG  le  triangle,  H  le  centre  du  cercle  inscrit, 
D,  E,  Z  les  points  de  contact  respectifs  sur  les  côtés  AB, 
B(j,  GA.  Prolongeons  GB  d'une  longueur  BC  =  AD,  GC 
est  donc  la  moitié  du  périmètre,  et  le  double  de  l'aire  du 
triangle  est  égal  au  rectangle  HE.GC.  Elevons  en  H  une 
perpendiculaire  à  HG  et  en  B  une  perpendiculaire  à  GB. 
Soient  L  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  perpendicu- 
laires et  K  l'intersection  de  HL  et  de  GB  5  les  quatre  points 
G,  H,  B,  L  sont  sur  une  même  circonférence.  Les  deux 
triangles   rectangles  GLB,  HAD   étant  équiangles  sont 
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semblables,  donc 


GB       AD  _  BC        GB  _  BL       BK 

dh""he'    BC^HE 
GB4-BC      BK-hKE 


BL  ^  DH  ""  HE'     BG  "^  HE  *""  kg' 


BC 

KE      ' 

ou 

GC 
BC 

BE           Gc' 
"KE'     GC.BC" 

GE.BE         GE 
"-GE.BK       „E^ 

donc 

HÊ'.  GC  =  GC .  BC .  GE .  BE. 

Or  GC  est  la  moitié  du  périmètre,  BC  la  moitié  du  péri- 
mètre moins  BG,  GE  la  moitié  du  périmètre  moins  AB, 
BE  la  moitié  du  périmètre  moins  AG^  mais  HE.GC  est 
le  double  de  Taire  du  triangle.  Donc,  etc. 

Ce  qui  précède  est  tiré  des  Extraits  des  manuscrits  re- 
latifs à  la  géométrie  pratique  des  Grecs^  textes  restitués 
et  traduits  en  français  par  M.  J.-H.  Vincent,  membre  de 
rinstitut;  i858,  p.  i3i. 


SIIR  LA  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  570 

(voir  p.  Î89  )  ; 

Par  m.  Abraham  SCHNÉE, 

Élève  du  lycée  Charlemagne. 


M,  C.  Kessler  arrive  à  prouver  que 

<x?c^-\-'iaoL[a^  —  c^)  —  û<=:o. 
Cela  tient  à  ce  que,  contrairement  à  M.  Mention,  il  dé- 

Ann,deJUalhéniat.,  t.  XX.  (Novembre  iS6i.)  ^8 
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signe  par  a  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  extérieure  et 
par  a  celui  de  l'ellipse  intérieure.  Adoptons  les  notations 
inverses,  et  la  relation  précédente  deviendra 

a*  —  a fl a  (a*  —  c*)  —  û*  c*  =  o. 

Je  dis  qu'elle  ne  diffère  pas  essentiellement  de  la  proposée 

a»  —  4«* ^'  ■+-  6a< a} c*  —  ^a? a}  c*  '\'  a*  c^  =z  o\ 

cette  dernière  peut  en  effet  s'écrire 

[ a«  —  2fl a  (a*  —  c^)  —  «»  c^^[(x}  -h  2£ia  (a'  — •  c»)  —  a' c»]  =  o, 

et  elle  est  satisfaite,  soit  par 

«4  —  2aa(x^  —  c*)  —  fl'c'  =  o, 
soit  par 

a*-h2ûa(a'  —  c^)  —  a^c'*  =  o. 

La  première  équation,  d'après  la  démonstration  de 
M.  C.  Kessler,  est  toujours  vraie  quand  les  ellipses  jouis- 
sent de  la  propriété  énoncée.  La  relation  de  M.  Mention 
a  donc  toujours  lieu,  et  par  suite  celte  relation  est  exacte. 
Elle  est  seulement  moins  simple  que  celle  de  M.  C. 
Kessler. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  566 

(TOlrp.  111); 

Par  m.  J.  DE  VIRIEU, 

Répétiteur  à  Lyon  (institution  de  M.  Poncin). 


1 .  M  et  ^^  étant  des  fonctions  d'une  même  variable  in- 
dépendante cp,  ^  un  entier  absolu  qui  peut  être  nul,  D''  u 
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la  dérivée  d'ordre  p,  la  dérivée  d'ordre  zéro  d'une  fonc- 
tion étant,  par  convention,  cette  fonction  elle-même,  on 
a,  en  vertu  du  théorème  de  Leibniz, 

Posons  1/  =  i', 

h=.p  - 

h  =  o 
2.  On  a  d'ailleurs 

^  '^"^^  ^  ï^  ~  ^  "^  ^^^^''^^ 

72  étant  un  entier  absolu  non  nul,  on  en  déduit 

0»»+»  taDgç  =  D"  tang2(p. 

Remplaçant  dans  l'équation  (A)  p  par  w,  u  par  tangcp, 
on  a 

h=:n 

o  < ^,     D-^'  tang ?  =  2  hHn  —  h\  ^^ '*"^''*  '^^ ^'^^ ^" 


NOTE. 

1^  Les  questions  569  et  587  ont  été  résolues  par 
M.  Nadal  de  Sorrèze. 

2^  La  question  586  est  résolue  dans  la  Géométrie 
descriptwe  de  MM.  Gerono  et  Cassanac,  p.  laS.  (Com- 
muniqué par  M.  Nadal.) 

3°  La  formule  Lemonnier  (p.  197)  se  trouve  dans  le 
Traité  des  Différences  de  Lacroix. 

28. 
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SECONDE  SOLUTION  DE  LA  aVBSTION  503 

(TOlr  p.  SS8)  ; 

Par  m.  DARBOUX, 

Élève  du  lycée  de  Montpellier. 


Déterminer  les  six  racines  rationnelles  de  Tëquation 

(«»  —  a)*  (x*  4-  i4^  -I-  i)^  ^  (^i" -H  i^a*  -f-  i)» x  [x—  i)'. 

(Abel.) 

L'équation  proposée  est  réciproque.  En  effet,  on  peut 
l'écrire 


Pour  la  résoudre,  posons 


nous  aurons  en  substituant 

r*    ■"    b'   ' 

Cette  équation  a  une  première  solution 
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qui  donne 


I 
a* 


Supprimant  cette  solution,  il  vient 
d'où  Ton  déduit  jr  et  par  suite  16 j^  : 


Mais  on  a 


011  en  déduit 


a 


^ 


Rr' 


d'où 


(^)' 


Remarquons  maintenant  que  les  coefficients  de  l'équa- 
tion proposée  ne  dépendent  en  réalité  que  de  a*,  en  sorte 
que  l'expression  précédente  de  x  a  quatre  valeurs  qu'on 
obtiendra  en  mettant  à  la  place  de  a  toutes  les  valeurs  de 

Va*,     a,     —a,     a /^,     —a)/—i. 
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On  trouve  ainsi 

Ces  racines  sont  deux  à  deux  réciproques. 


SÉRIE  LOGARITHMIQUE  TRÈS-CONVERGENTE^ 

D'après   M.    LEHMANN. 

{Astr,  Nach.,nO\o^6.) 


îog^  =  log  v^(i — ar)(i4-a:) 


2  a: 


X  étant  un  nombre  premier,   i  —  x  et  i  +  o:  sont  des 

nombres  pairs,  décomposables  en  facteurs  (a  =  module), 

de  sorte  que  lorsqu'on  connaît  les  logarithmes  de  tous 

,   a:  -f-  3 
les  nombres  premiers  inférieurs  à  5   le    premier 

terme  de  cette  série  n'exige  que  des  additions  et  des  de- 
midiations. 

Lorsque  a:  ^iS^  et  que  les  logarithmes  sont  calculés 
avec  quatorze  décimales,  il  suffit  de  la  première  partie 
pour  avoir  logo:  aussi  avec  quatorze  décimales  exactes, 
parce  que  la  seconde  est  alors  moindre  qu'une  unité  de 


(439) 
quinzième  ordre,  excepté  le  cas  où  la  quinzième  décimale 

de  — , est  un  g. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  566 

(Tolrp.  111); 

Par   m.    E.    COMBETTE, 
Élève  du  lycée  de  Versailles, 

Et  m.   Ch.   KESSLER, 

Élève  du  lycée  Saint-Louis. 


Soit  D"  tangcp  la  dérivée  d'ordre  n  de  tangcf,  on  a  l'é- 
quation symbolique 

D»  tang(p  =  (D'  -h  D» }«-', 
c'est-à-dire 


D»  tangç  =  D"-'  D»  4-  {«  —  i)  D"-^  D* 

(/l  — t)(/I--2) 


"^ 

1.2 

équation  dans  laquelle  on 

suppose 

D» 

=  tangç. 

Solution, 

On  a 

d'où 

D'=: 

H-tang»(]P, 

ou  bien 

D>  = 

atang — —, 

D'-^D^-f.. 


Prenons  la  dérivée  dans  les  deux  membres,  il  viendra 
D^=  2D'D«-f-2D'D', 
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ce  qui  peut  s'écrire 

D^  =  D'D»  -4-  2D'  D'  -f-  D«D' 
ou  symboliquement 

B»=(D«-+-D»)»-'. 

La  loi  sera  donc  démontrée  si  je  fais  voir  qu^en  accor- 
dant Téquation 

D«  =  (D'-f-D»)«-', 
on  aura  austsi 

Admettons  donc  que  l'on  ait  la  formule  suivante 

0  12 

-f-  Cj-'D»-*  D»  -4-  CJ~*  D— »D*  +. . . . 
Or  prenons  la  dérivée  dans  les  deux  membres,  il  viendra 


Donc,  en  vertu  du  théorème 

n  n  n— I  ' 

on  aura 

D'»^'  =  C"  D»  D»  +  (ï|[  D"»-'  D'  -\r  C]  D»»-»  D^  -4-  (^  D»-^  D»  4-... . 

On  peut  donc  écrire  symboliquement 
D«+'  tang 9  =  (D*  -H  D«)». 

Par  suite,  il  est  démontré  que  la  loi  énoncée  est  générale. 
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INTËRÉT  SIMPLE  ET  INTÉRÊT  COMPOSÉ; 

D'après  M.  OETTINGER, 

Professeur  k  l'Université  de  Fribourg  (  Brisgau  ). 


Oruiibet,  ArehiF,  der  Math,  und  Physik,  t.  XXXVI,  a«  cahier  p.  189;  1861 . 


On  doit  une  somme  C  payable  en  n  années,  savoir 

C 
chaque  année  la  même  somme  -  ;  Fintérét  annuel  est  de 

r  pour  I  ;  le  débiteur  veut  se  libérer  en  une  fois,  com- 
bien doit-il  donner  à  son  créancier? 

Il  y  a  deux  modes  de  libération  : 

i®  Par  intérêt. simple.  Le  premier  payement  vaut  ac- 

tuellement  —7 r>  le  deuxième  payement  vaut  actuel- 

lement  •—, — ; r?  etc.;  désignant  par  x  la  somme  totale 

/i(i-f-2r)  '         ^  ^ 

à  payer  actuellement,  on  a 

C/    I  I  I  I      \ 

Jg=  —   (       ■  H 1 j-...-L-__). 

/i\i-hr       iH-2r        i-|-3r  i-^nr) 

On  ne  peut  pas  trouver  le  terme  général  de  la  somme  de 
cette  série. 
Soient 

C  =  20000,     n  =  20,     r  =  o,o5, 

on  trouve 

.T  =  13616,067635. . . . 

2*^  Par  intérêt  composé.  On  a 

__        C 
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conservant  les  mêmes  nombres,  on  a 

xz=  12462,210343. .  • . 

Ainsi  d'après  le  second  mode  le  créancier  reçoit  moins 
que  d'après  le  premier,  et  l'on  peut  démontrer  qu'il  en 
est  toujours  ainsi.  Lequel  de  ces  deux  modes  est  le  plus 
équitable  ?  Parmi  les  jurisconsultes ,  chacun  de  ces 
modes  a  des  partisans  ;  d'autres  restent  neutres  et  décla- 
rent que  c'est  au  créancier  et  au  débiteur  à  faire  telle 
convention  qu'ils  jugent  convenable. 

En  i683,  Leibniz  publia  dans  les  Acta  Eniditorum^ 
p.  4^5,  ce  Mémoire  :  Meditatio  juridico-maihematica  de 
interusurio  simplice.  et  s'exprime  ainsi  : 

Interusurium  siv^e  resegmentum  anticipationù^  Dulgo 
rabat,  est  differentia  inter  pecuniam  in  diem  certum  de- 
bitam  et  pvœsentum  ejus  valorem ,  seu  quanto  plus  tem- 
poris  petit,  vel  quanto  minus  soli^ere  œquum  sit^  qui 
post  aliquot  annos  demum  debituruSy  nunc  soli^à.  Hujus 
quantitas,  quœ  apud  jurisconsultos  passim  non  satis^  et 
apud  aliquos  non  satis  recte  explicatur^  occurato  cal- 
culo  definiri  potest,  duabus  suppositionibus  ex  jure  aS' 
sumtis. 

Et  il  se  prononce  pour  V intérêt  composé^  mais  sans  en 
dire  la  raison.  Il  parvient  à  la  même  formule  que  dessus, 
mais  par  une  voie  différente  de  celle  d'aujourd'hui  \  il 
somme  la  série  infinie 

n,n-\-i  /i./i -f-i  ./îH- 2    . 

I  —  nr-\ r' 5 r»  -f-  .  . . 

1.2  1.2.3 

et  ne  traite  même  que  les  cinq  cas  particuliers  où  n  a  une 
de  ces  valeurs  i,  2,  3,  4j  5  et  r  =  o,o5.  Le  Mémoire  est 
terminé  par  une  Table  correspondant  aux  quarante  va- 
leurs de  w,  I,  2,  3,.->  4^5  et  pour  /•  =  o,o5. 

On  a  cru  longtemps  que  Leibniz  était  l'inventeur  de 
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rintérét  composé.  Mais  Kastner  a  montré  [Fortsetzung 
der  Rechenhunst^  2*  édit.,  p.  270)  que  Stevin,  dans  sa 
Practique  de  V  arithmétique  y  p.  i85,  a  déjà  donné  des 
Tables  pour  calculer  la  valeur  actuelle  d'un  capital  par 
intérêt  simple  et  intérêt  composé  [OEui^res  mathéma- 
tiques de  Simon  Stevin,  revues  et  augmentées  par  Alb. 
Girard.  Fol.  Leyde,  i634).  Le  Mémoire  de  Leibniz  est 
de  i683.  On  ne  connaît  pas  d'auteur  du  second  mode,  an- 
térieur à  Stevin. 

On  a  fait  contre  le  premier  mode  une  objection  irréfu- 
table. D'après  ce  mode,  la  valeur  actuelle  d'un  capital  à 

payer  au  bout  de  n  années  serait  -  (i  —  nr),  et  si  /ir  =  1  ; 

la  valeur  actuelle  serait  nulle,  et  si  /n^i,  le  créancier 
deviendrait  débiteur,  résultats  absurdes. 

M.  Œttinger  cherche  à  prouver  mathématiquement, 
par  des  arguments  fondés  sur  la  nature  de  la  dette,  que  le 
second  mode  est  le  plus  équitable. 

Le  créancier  et  le  débiteur  contractent  entre  eux  une 
convention;  le  premier,  à  un  instant  donné,  confie  au 
second  une  certaine  somme  comptant ,  le  second  s'oblige , 
non-seulement  de  rendre  l'argent  à  la  fois  ou  successive- 
ment, mais  de  faire  valoir  l'argent  qui  reste  entre  sfes  mains. 
Lorsque  le  débiteur  a  rempli  les  conditions  sur  le  paye- 
ment des  annuités  et  des  intérêts,  la  dette  est  éteinte;  le 
créancier  n'agit  qu'une  seule  fois  au  premier  instant  en 
donnant  la  somme,  tandis  que  le  débiteur  doit  agir  conti- 
nuellement; c'est  pour  cela  qu'on  ne  compare  pas  des 
sommes  à  payer  simultanément,  mais  successivement  et 
dont  la  valeur  doit  être  ramenée  à  une  époque  fixée. 

La  somme  de  ces  valeurs  réduites  doit  être  égale  au  ca- 
pital prêté;  car  si  le  débiteur  voulait  se  libérer  tout  de 
suite,  il  devrait  immédiatement  rendre  toutes  les  annui- 
tés; c'est  donc  là  le  vrai  critérium. 
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Soît  un  capital  C  payable  en  n  annuités  plus  les  inté- 
rêts du  capital  restant.  Soient  A^  une  de  ces  annuités, 
\jp  Je  n**"*'  payement;  on  aura 

L^  =  A^  4-  (A;,  4-  Ap+i  4-..  .-h  A„)r. 
On  donne  à  p  successivement  toutes  les  valeurs  i,  2, 

0«*«*a    via 

Ramenant  Lp  au  temps  initial  par  intérêt  composé  et 
faisant  la  somme  de  toutes  les  réductions,  on  aura 

^^ ^=R; 


2"    ^p    __y    ■*/■ 
,  (i  -+-  r)P       Z<,  (i  H-  rf 


%{i  +  ry 


or 


donc 

Ainsi  l'intérêt  composé  satisfait  au  critérium  indiqué  ci- 
dessus. 

Appliquons  maintenant  \ intérêt  simple. 

On  a  l'inégalité 

>r —     pour     w  >  i  : 


donc 


i  i-h/7r-^-^(i-f. 


ou 


jor''^  -^(l-f-  r)^ 


/» 


y   — ^-'>A.-hAa-l-...4-A„; 
-^1  I  -f-  /?r  "^ 
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par  conséquent  le  critérium  n^a  plus  lieu,  le  rabat  est 
trop  grand. 

Si  les  intérêts  se  payent  par  semestre  et  les  annuités 
par  années,  il  faut  poser 

où  Ton  trouve,  employant  l'intérêt  composé, 

L,  A, -+-A,-h...4-A„ 


(i-hr.)  i-Hr, 

La       Al  Al  -f-.  .  .-{-An 

(i-f.ri)'""(H-r')''^       (!  +  ,»)       ' 

L3  Aa-j-»  •  »H-  An 

(H-r.)'-        (i  +  r)       ' 

et  aiiisi  de  suite. 

Faisant  la  somme,  on  trouve  comme  ci-dessus 

A, -*-Aa4-...-+-A„ 

pour  celte  somme,  ce  qui  n'a  plus  lieu  pour  l'intérêt 
simple. 

L'auteur  donne  encore  une  seconde  démonstration  re- 
lative à  l'emploi  exclusif  de  l'intérêt  composé. 

Exemple  numérique.  Les  neuf  sommes  décroissant 
par  5o  francs:  i5oo,  i45o,  i4oo,  i35o,  i3oo,  isSo, 
1200,  ii5o,  1100,  io5o  sont  à  rembourser  année  par 
année  en  10  années,  savoir  i5oo  à  la  fin  de  la  première 
année  et  io5o  à  la  fin  de  la  dixième  année. 

Appliquant  l'intérêt  composé  et  r=  o,o5,  la  valeur  ac- 
tuelle est  9999»999999- 

Cette  question  revient  à  celle  ci  : 

Un  capital  de  loooo  francs  doit  être  remboursable  eu 
10  années  par  annuités  de  1000  francs  en  tenant  compte 
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des  intérêts  à  5  pour  loo.  On  a  donc 

C  =10000,     A,  =A2  =  ...==  A9=  1000; 
alors 

L,=  i5oo,     La=i45o,...,     L3=  io5o, 

et  réduisant,  on  trouve 

R  =  Toooo  à  très-peu  près. 

Appliquant  l'intérêt  simple,  on  obtient 

R=  10259,46731644? 

réduction  trop  grande. 

M.  OErsted  discute  encore  d'autres  cas. 

En  tête  du  Mémoire,  Fauteur  a  mis  avec  une  érudition 
germanique  une  bibliographie  complète,  livres,  disserta- 
tions, journaux,  de  la  polémique  relative  aux  deux  inté- 
rêts, depuis  Leibniz  (1684)  jusqu'à  nos  jours  (i854)« 

La  Synagogue  proscrit  toute  espèce  d'intérêt  entre 
israélites  et  prend  des  précautions  minutieuses  pour 
qu'on  ne  puisse  éluder  la  défense.  Ainsi  le  créancier 
ne  peut  accepter  aucun  présent,  aucun  cadeau  de  son  dé- 
biteur, ni  accepter  de  lui  une  vente,  un  loyer  inférieurs 
au  prix  vénal,  au  prix  de  location,  et  cela  pendant  un  es- 
pace de  temps  assez  long.  Mais  Moïse  permet  l'intérêt 
envers  l'étranger  venant  commercer  en  Palestine,  car  la 
défense  aurait  rendu  tout  commerce  avec  le  dehors  im- 
possible. L'Eglise  a  imité  la  Synagogue,  mais  les  casuistes 
ont  trouvé  moyen  de  tranquilliser  la  conscience  des  capi- 
talistes. On  sait  qu'un  procès  de  banqueroute  perdu  par 
les  Jésuites  à  Marseille  a  beaucoup  contribué  à  l'abolition 
de  leur  ordre  en  1 773. 

Il  paraît  que  l'érudit  géomètre  d'outre-Rhin  n'a  pas  eu 
connaissance  de  l'ouvrage  suivant,  assez  rare  : 

Tableau  comparatif  de  la  nouvelle  et  de  V ancienne 
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méthode  de  calculer  les  intérêts  composés  à  cinq  pour 
cent  y  par  Jean-Baptiste  de  Mangold,  chevalier  de  Saint- 
Louis,  chef  de  bataillon  en  retraite.  In-8  de  171  pages. 

Ce  Mémoire,  adressé  à  Louis  XVIII,  fut  renvoyé  au 
Ministre  de  l'Intérieur,  qui  conseilla  de  le  soumettre  à 
l'Académie  des  Sciences  qui,  d'après  un  Rapport  très-fa- 
vorable de  M.  Cauchy  (24  mars  1817),  donna  une  com- 
plète approbation.  Dès  lors  le  Ministre  de  l'Intérieur  dé- 
clara qu'il  fallait  une  disposition  législative.  A  cet  effet 
l'auteur  adressa  une  pétition  à  la  Chambre  des  Députés, 
et,  à  la  suite  d'un  Rapport  très-élogieux  de  M.  de  Cou- 
pigny,  député  du  Pas-de-Calais  [Moniteur  du  19  février 
1822),  le  Mémoire  de  M.  de  Mangold  fut  renvoyé  au 
bureau  des  renseignements  et  au  Ministre  de  l'Intérieur, 
et  l'affaire,  selon  l'oidînaire,  en  est  restée  là. 

Le  Rapport  de  Cauchy  n'est  pas  inséré  dans  les  Mé- 
moires de  l'Académie.  Il  se  trouve  sans  doute  aux  Ar- 
chives et  j'essayerai  d'en  avoir  communication. 

M.  de  Mangold  a  vécu  retiré  à  Vieux-Brissac  (Haut- 
Rhin).  On  n'en  parle  dans  aucun  dictionnaire  biogra- 
phique. 


SOLUTION  DE  L4  QUESTION  S95 

(Toir  p.  320); 

Par  m.  TEVFIK, 

Capitaine  d'état -major  à  Constantinople. 


Désignons  les  directions  des  forces  p,  q  et  r  par  les 
lignes  C a.  De  et  E A  et  supposons  que  la  force  p  appli- 
quée au  point  C  soit  Cp  et  Ca  =  Cp.  Si  l'on  mène  du 
point  a  les  lignes  ab  et  ac  parallèles  aux  côtés  6C,  CD, 
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le  point  C  est  tenu  en  équilibre  par  les  forces  supposées 
Cb,CpetCc. 


Donc  si  l'on  prend  Dd=zCc,  si  l'on  fait  le  parallé- 
logramme De,  et  si  l'on  prend  aussi  Eg'  =  Dyetsil'on 
construit  le  parallélogramme  EA,  le  point  D  est  tenu  en 
équilibre  par  le  moyen  des  forces  Drf,  g  et  D/,  et  de 
même  le  point  E  est  tenu  en  équilibre  par  les  forces  E^, 
r  et  El  ;  donc  on  aura  les  proportions  suivantes 

Ca:De:Eh::p:q:r 
et 

ac  :/e  :  ih  :  Et  :  :  tens.BC  :  tens.  CD  :  tens.  DE  :  tens.  EA.. 

Mais  les  angles  G  et  K  du  quadrilatère  SGCK  sont  droits, 
la  somme  des  angles  S  et  C  doit  être  aussi  égale  à  deux 
angles  droits  et  la  somme  des  angles  C  et  c  du  parallélo- 
gramme des  forces  Ce  et  Cb  devient  aussi  égale  à  deux 
angles  droits^  donc  l'angle  S  est  égal  à  l'angle  c. 

Et  ainsi  les  triangles  Kls  et  CKs  sont  semblables,  et 
les  angles  5K/,  aCb  ou  Cac  sont  aussi  égaux ^  donc  les 
triangles  LKSet  Cac  deviennent  semblables,  et  on  peut 
prouver  de  même  que  les  triangles  De/ et  MDS,  et  aussi 
les  triangles  Ehi  et  MNS  sont  semblables^  donc  on  y  aura 
les  proportions  suivantes 

LK:LS::Cfl:Cc 


et 
d'où 

et  ainsi 
et 
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LS:LM::^/:Dé', 

LK:LM::  C/i:  d<?, 


SKlShy.ae.Cc 

:  :  tens.  BG  :  tens.  CD,  etc. 

M.  Cuenoud,  de  Lausanne,  ramène  la  solution  à  ce 
lemme  :  Lorsque  trois  forces  appliquées  à  un  point  se  font 
équilibre,  elles  sont  proportionnelles  aux  côtés  d'un 
triangle  respectivement  perpendiculaires  à  ces  forces. 


DEMONSTRATION  Dfi  THÉORÈME  DESARGUES 

f  Toir  page  94). 


Soit  le  cercle  à  centre  O,  ayant  pour  équafifon 

Sur  l'axe  des/  prenons  un  point  quelconque  R;  posons 

OK=a; 
prenons  sur  Taxé  des  r 

a 

Menant  par  Â  une  parallèle  à  Taxe  des  a?,  elle  est  la  po- 
laire du  point  R.  Menons  par  R  une  seconde  parallèle  à 
l'axe  des  x. 

Par  un  point  quelconque  M  (coord.  x^y')  du  cercle, 
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menons  la  tangente  MNP  rencontrant  la  polaire  en  P 
et  la  seconde  parallèle  en  JN  ;  prenons  sur  cette  seconde 
parallèle  un  point  Q  tel,  que  Ton  ait 

RN.RQ  =  /?i»; 

m  est  une  longueur  donnée ,  de  sorte  que  N  et  Q  font  partie 
d'une  involution  sur  la  seconde  parallèle,  le  point  M  va- 
riant. 

S  est  le  point  où  la  transversale  MQ  rencontre  la  polaire; 

équation  de  la  tangente;  d'où  Ton  déduit 

^  ^  m'  a:' 

ax 
L'équation  de  la  droite  MQS  est 

d'où  l'on  tire 

_       x' {nP  —  r-" -\- a'') 
AO  =r 


AS.AP  = 


quantité  constante;  donc  P  et  S  sont  en  involution  sur  la 
polaire.  Les  pôles,  polaires,  tangentes,  involution  restent 
tels  en  projection;  donc  la  proposition  subsiste  pour  une 
conique  quelconque. 

Dernière  partie  du  théorème,  démontrée  par 
M.  Poudra. 

Nous  prenons  le  cas  général  et  les  notations  de  la 
page  94. 
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Nous  supposons  que  le  sommet  t  du  cône  soit  rabattu 
sur  le  plan  du  papier;  puisque 

et  z=  ca ,  ca*  =  cb  ,cb'  ^= ,  . .  y 
il  s'ensuit  que  les  droites  ta,  ta\  etc.,  tb^  th\  etc.,  sont 


rectangulaires,  et  elles  sont  parallèles  à  celles  qui  sont  les 
perspectives  des  droites  correspondantes  wa,  ma',  etc., 
ni,  nb\  etc.,  puisque  le  plan  sécant  doit  être  parallèle  à 
celui  du  sommet  et  dont  le  terme  est  aa*^  etc. 

Maintenant  considérons,  en  un  point  quelconque  n  de 
la  courbe,  les  quatre  droites  nf^  nf^^  np^  nq  (*);  elles 
forment  toujours  un  faisceau  harmonique,  puisque  les 
quatre  points/,/,,  p^  q  forment  un  rapport  harmo- 
nique. 

Or  dans  la  perpectîve  les  deux  droites  nfb^  nfb'  de- 
TÎennent  rectangulaires,  et  comme  les  quatre  droites  nf^ 
nfi^  np^  nq  donnent  en  perspective  quatre  droites  for- 
mant un  faisceau  harmonique,  il  faut  que  les  droites  cor- 
respondantes à  celles  np^  nq  soient  des  bissectrices  des 
angles  des  premiers.  Ainsi  dans  la  figure  qui  résultera 


(^)  Le  point  q  est  le  même  que  le  point  t  de  la  ligne  i6  en  descendant 
de  la  page  94.    Tu. 

^9 
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de  la  perspective  du  cercle,  nous  aurons  une  tangente, 
une  normale  et  les  deux  bissectrices,  et  ces  deux  dernières 
iront  passer  par  les  points  fixes  qui  seront  les  perspectives 
de  ceux  p  el  q\  par  conséquent  ces  points  seront  les 
foyers  de  la  courbe. 


SUR  UN  PROBLÈMR  DHOMOGRAPHIE  (QUESTION  296) 

(voir  t.  Xtll,  p.  50); 

Par  m.  CREMONA, 

Professeur  à  Tuniversité  de  Bologixe. 


On  donne  dans  le  même  plan  deux  systèmes  de  sept 
points  chacun  et  qui  se  correspondent.  Faire  passer  par 
c^hacun  de  ces  systèmes  un  faisceau  de  sept  rayons,  de 
telle  sorte  que  les  deux  faisceaux  soient  homographiques. 
Démontrer  qu'il  n'y  a  que  trois  solutions. 

C'est  une  question  énoncée  par  M.  Cbasles  dans  le 
t.  XIV,  p.  5o.  MM.  Abadie  (t.  XIV.  p.  i4a).  Poudra 
(t.  XV,  p.  58)  et  de  Jonquières  (t.  XVII,  p.  399)  ont 
démontré  que  les  sept  points  donnés  de  cbaqu/e  système, 
pris  six  à  six,  fournissent  une  cubique  (courbe  plane  du 
troisième  ordre)  passant  par  les  six  points  choisis,  comme 
lieu  du  sommet  du  faisceau,  dont  les  rayons  doivent  con- 
tenir ces  mêmes  points.  Deux  de  ces  cubiques  ont  en 
commun  cinq  points  donnés  à  priori  ;  parmi  les.  autres 
quatre  intersections,  il  faut  trouver  les  trois  points  qui 
satisfont  à  la  question  proposée.  M.  de  Jonquières  a  dé- 
montré que  ces  quatre  intersections  n'appartiennent  pas 
toutes  les  quatre  à  une  troisième  cubique,  et  par  consé- 
quent le  problème  n'admet  pas  quatre  solutions,  comme 
on  pourrait  le  croire  au  premier  abord.  Je  me  propose 
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ici  de  déterminer  directement,  parmi  les  quatre  points 
d'intersection,  celui  qui  est  étranger  à  la  question. 

Soient  (/?,  i,  c,  d,  e,  /,  gr),  (a',  &',  c',  rf',  e',/')  les 
deux  systèmes  de  sept  points.  Rapportons  le  premier  sys- 
tème au  triangle  ahc\  soient  x,  j;,  z  les  coordonnées  tri- 
linéaires  d^un  point  quelconque  m, et  que  les  points  don- 
nés soient  déterminés  par  les  équations  suivantes  : 


{«) 

/  =0,         3  =  0, 

(*) 

î  =  0,       X  =  0, 

(c.) 

•e=o,     y  =  o, 

{d) 

x—y=z. 

{e) 

x:y:z  =  oi  :p  :y, 

(/) 

X '. y  :  z  =  ar.  p,  :7,, 

{g) 

X  :  ^  :  2  =  a,  :  p,  :  y,. 

De  même,  en  rapportant  le  second  système  au  triangle 
a'b'c\  soient  x\  y\  z'  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque m\  et  que  les  points  donnés  soient  exprimés  par 


(«') 

f  —  o,      z'  =  o. 

(*') 

z'  =  0,      x'  =  0  , 

(V) 

x'  =  o,     /  =  o. 

(''') 

X'=y=2', 

("') 

x':y:z'  =  «':p':y, 

{/') 

^':/:z'  =  a'.:p',:y,, 

Les  rapports  anharmouiques  des  deux  faisceaux   de 
quatre  rayons  m  (a,  fc,  c,  c),  m'  (a',  i',  c\  e')  sont 


/  .,# 


r  («z  —  7  xj        >■'  (a'  z'  —  7'  -«^ 
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donc,  en  ^alanl  ces  rapporis,  ou  aura  l'équation 

De  même  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  des  fais- 
ceaux m  (a,  î,  c,/),  w'  (a\  b\  c',  /')  exige  que  l'on  ait 

et  les  faisceaux  m  (a,  6,  c,  d)^  m!  \a\  b'^  c\  d')  donnent 

(^-r)~  +  (*— «)  ^  +  (r~*)p  =  o. 

En  éliminant  x'^  y'^  z'  Ae  ces  trois  équations,  nous  au- 
rons r  équation 

«'(P^-77)         P'(7*-««)         /(«r-p*) 
«.(P»^-7..r)      P'.(7.*-«.^)     y.(a.r-p.j:) 

z  —  X  ^ — *  y  — * 

qui  représente  une  cubique  G  lieu  d'un  point  m  tel,  que 
le  faisceau  de  six  rayons  m  {a^  b,  c,  d,  e,  f)  soit  homo- 
graphique  au  faisceau  analogue  m'  (a',  i',  c',  rf',  e',  y'). 
On  voit  intuitivement  que  cette  courbe  passe  par  les  points 
o,  J,  c,  rf,  e,  /. 

De  même  les  points  a,  b^  c^  d^  e^  g  donnent  la  ou- 
bique  F 

«'a(P'^  — 727)      P'a(7>^—  «»«)      7'2(«»^—  P»^) 

et  les  points  a^  6,  c,  ^,y,  g"  donnent  la  cubique  E 

«'.  (  p.  ^  --  7.  r  )       P',  (7-  ^  —  a.  2)      7 .  l«.  J  —  p.  ^} 
aVp22-  72/>      p',(7ja,'  — a^z)      7',  (a^j  —  p^a-") 
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Les  cubiques  G,  F  ont,  outre  a^b^c^d^e^  quatre  points 
communs^  un  de  ces  points  n'appartient  pas  à  la  cubique 
E.  On  obtient  ce  point  en  observant  que  les  équations 
des  courbes  G,  F  sont  visiblement  satisfaites  par 

z — y  X — 2  y  —  X 


c'est-à-dire 


~  P7' -  P'J  •  7«' ~7'« '«?'-«' f 


Voilà  la  construction  graphique  de  ce  point  que  je  dé- 
signe par  o. 

Considérons  les  deux  systèmes  de  cinq  points  (a,  £,  c, 
</,  e)  et  [a\  b\  c',  rf',  e')  dont  le  point  o  dépend  exclu- 
sivement, et  transformons  homographiquement  le  second 
système,  de  manière  que  quatre  parmi  les  cinq  points  a', 
t',  c',  é/',  e'  aient  pour  correspondants  les  quatre  points 
homonymes  du  premier  système.  Dans  cette  transforma- 
tion, construisons  le  point  qui  correspond  au  point  omis 
du  second  système.  Ainsi  en  omettant  successivement  les 
points  fl',  b\  c',  d\  e',  on  obtiendra  cinq  points  a^^  b^, 
Cl,  <^i,  <?i.  Les  droites  aai,  &&j,  cci,  ddi^  ee^  passent 
toutes  les  cinq  par  le  point  cherché  o.  Par  exemple,  en 
omettant  e',  on  a  le  point  et  dont  les  coordonnées  sont 

x:x:z  —  ol'  :p':7'; 

el,  si  Ton  omet  d\  on  a  le  point  di  représenté  par 

a      P       7 

Doue  les  droites  ddt ,  eei ,  oui  les  équations 

«'(p7'-P'7)^  +  P'(7«'-7'«)r  +  7'(«P'-«'P)«  =  o. 
^Pj'  --P'y)-r  +  ifOi'  —y'  x)j-h{ixp'  -  et'  ^)z  -a, 
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et  Ton  Yoit  bien  qu'elles  sont  satisfaites   par  les  coor- 
donuées  du  poiut  o. 

Des  points  (a,  6,  c,  rf,  e),  (a',  b\  c%  d*^  e'),  on  a  dé- 
duit un  point  o  commun  aux  cubiques  G,  F  ^  de  la  même 
manière,  on  peut,  des  points  (û,  i,  c^  rf,  /),  (a',  6',  c', 
d\  f)  déduire  un  point  commun  aux  cubiques  G, 
F,  etc. 

En  conclusion,  les  trois  points  qui  seuls  résolvent  la 
question  proposée  sont  les  points  communs  aux  trois  cu- 
biques E,  F,  G,  autres  que  a,  A,  c,  J,  c'est-à-dire  les 
intersections  des  cubiques  F,  G  autres  que  a,  5,  c,  d^e^  o 
(voir,  pour  la  construction  de  ces  trois  points,  le  Compte 
rendu  dxk  3i  décembre  i855). 


SUB  LA  SURPiGE  (4*^  Wm&)  m  OHMS  DE  FRISNEL; 


Par  m.  h.  DURRANDE, 

Professeur  à  AgBn. 


Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre  à  centre, 
représentée  par  r équation 

(1)  A:r'-hBj«H-Cz'=i, 

on  la  coupe  par  une  sphère  concentrique 

(2)  a:»-hj»-f-z»  =  RS 

on  obtient  une  conique  sphérique  située  sui'  le  cône 

A  chacune  des  coniques  spbériques  situées  sur  la  sur- 
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face  (i),  correspond  évidemment  une  conique  sphéricjue 
supplémentaire  située  sur  la  même  sphère. 

Cela  admis,  si  Ion  suppose  qu'on  fasse  varier  R,  on 
demande  quel  est  le  lieu  des  coniques  sphériques  supplé- 
mentaires de  celles  comprises  dans  le  système  des  équa- 
tions 

(._±).^(B_i,),;^(c-±).=o. 

Les  équations  de  la  conique  supplémentaire  repré- 
sentée par  le  système  (4)  pour  une  valeur  particulière 
de  R  se  trouvent  aisément,  en  remarquant  que  cette 
courbe  est  l'intersection  de  la  sphère  R  par  le  cône  sup- 
plémentaire de  celui  qui  est  représenté  par  la  seconde 
des  équations  (4).  Donc  les  équations  d'une  conique  sup- 
plémentaire seront 

(5)         L^+.^:!_,H.  -^!---. 


(A-i,      B-±       C-± 


Pour  avoir  l'équation  du  lieu  de  ces  coniques,  il  suffit 
d'éliminer  le  paramètre  variable  R,  ce  qui  donne 

I  (*»-hr'-H«')(BCa?«-hAC7>-hAB«») 

^        I   -.(B-|-C)a:'-(C-hA)j'-(A-KB)z'-hi=o, 

équation  du  quatrième  degré  que  l'on  peut  discuter  et  qui 
raprësenle  des  surfaces  présentant  de  grandes  analogies 
avec  les  surfaces  du  second  ordre. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'équation  (6)  comprend 
comme  cas  particulier  l'équation  de  la  surface  dçs  ondes 
de  Fresnel. 
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En  effet  si  l'on  fait  dans  Fëquation  (6)  A  =  —  ?  "î  =  r,' 

C  =  -9  ce  cpii  revient  à  supposer  que  l'on  parte  d'un  el- 
lipsoïde, on  trouve  l'ëquation 

-4-  a^b^z*  =  o, 

qui  est  l'équation  bien  connue  de  la  surface  des  ondes  de 
Fresnel, 

11  semble  que  dans  une  étude  purement  géométrique 
de  la  surface  des  ondes,  on  pourrait  prendre  la  propriété 
précédente  comme  définition  de  la  surface.  Elle  représente 
d'ailleurs,  si  je  ne  me  trompe,  la  liaison  la  plus  intime 
entre  la  surface  des  ondes  et  la  surface  du  second  ordre 
d'où  on  la  déduit. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  537 

(TOir  t.  XIX,  p.  807)  ; 

Pae  m.  DARBOUX, 

Élève  du  lycée  de  Montpellier. 


Discuter  la  surface  donnée  par  l'équation  polaire 
(A)  p>(3sin»ôcos^tl;-h/wsin20  — 1)  =  a\ 

Il  est  évident,  avant  toute  discussion,  que  la  surface 
admet  l'origine  pour  centre  et  les  plans  coordonnés  pour 
plans  de  symétrie.  En  effet,  si  l'on  change  d  en  tt  ±:6, 
^  en  ?r  ii=  v{^  ou  aitdtz^^  Téquation  n'est  pas  altérée. 

Cela  posé,  je  remarque  que  la  surface  A  peut  être  con- 
sidérée comme  le  lieu  des  intersections  des  deux  sur- 
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faces 

l 

quand  on  fait  varier  k.  Passons  aux  coordonnées  ordi- 
naires*, les  équations  des  deux  surfaces  deviendront 

(  j^  -hr^  +  3»  =  «2  A\ 

(2)1  a^ 

(9.  4- /-w) a:'4- (/w  ~  i)  J' —  2' =  j7 

ce  qui  montre  que  le  lieu  peut  être  obtenu  par  Tintersec- 
tion  d'une  séiie'de  sphères  avec  une  série  de  surfaces  du 
second  degré  restant  constamment  semblables  à  elles^ 
mêmes.  Mais  on  peut  remplacer  ces  dernières  surfaces 
par  les  cônes  compris  dans  Téquation  générale 

(3)^2-+./ii-i5)x'-4-^m~i-~)j'-(i-+-l)2'  =  o. 

Les  intersections  des  sphères  et  des  cônes  correspondants 
qui  sont  homocj cliques,  donneront  une  série  de  coniques 
sphériques  toutes  situées  sur  la  surface.  Quand  le  cône 
sera  réel,  il  coupera  toujours  la  sphère,  maïs  il  est  facile 
de  s'assurer  qu'il  y  aura  des  valeurs  de  ^  pour  lesquelles 
il  sera  imaginaire. 

En  effet  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  m  positif; 
pour  k  très^voisin  de  zéro,  le  cône  est  imaginaire  et  il  ne 

devient  réel  que  lorsque  m  -\-  a  =  ~  Il  se  réduit  alors  à 

l'axe  des  x,  et  l'intersection  de  la  sphère  avec  cet  axe 
donne  les  points  de  la  surface  les  plus  rapproches  du 
centre. 

Quand  on  fait  croître  k  positivement,  le  rayon  d«;  la 

sphère  croit,  le  cône  se  développe.  Pour  --  =  m  —  i,  il 
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56  réduit  à  deux  plans  passant  par  Taxe  desj^  et  coupant 
la  surface  suivant  deux  cercles 

3  j:'  —  mi^  =  o. 

Ainsi  on  peut  placer  deux  cercles  sur  la  surface. 

Si  h  augmente  indéfiniment,  le  rayon  de  la  sphère 
croit  sans  limite  et  Téquation  du  cône  tend  vers  la  sui- 
vante 

(2-f-iw)x2H-  [m —  i)/^~  z'  =  o, 

qui  représente  par  conséquent  le  cône  asymptote  de  la 
surface  A. 

Si  entre  les  équations  (a)  on  élimine  Ar,  on  aura  Fé- 
quation  en  coordonnées  rectilignes 

(JP*  -hr'  -4-  z')  [( a  H-  /w)  j:»  -f-  (//i  —  I)  ^^  —  z'f  =  a«. 

L'équation  du  plan  tangent  au  point  j:',  y\  z'  est 

ikA  (2H-//i)a:y-h(/w  — i)r/  —  2z'  — y 

-^xx' -^yy'  -H  zz'  —  a»  /»  =r  o. 

On  voit  qu'il  passe  par  l'intersection  des  plans  tangents 
aux  deux  surfaces  du  second  degré. 

M.  le  Rédacteur  indique  dans  l'énoncé  un  point  sin- 
gulier où  il  y  aurait  un  cône  de  tangentes^  il  est  clair  que 
pour  ce  point  l'équation  du  plan  tangent  devrait  être 
identiquement  vérifiée.  Or  le  terme  indépendant 

pe  pourrait  être  nul  que  si  l'on  avait 

X=  o ,     d'où     j:'  ==  o ,     y  =  o ,      z'  =  o , 

ce  qui  est  absurde.   Il  semble  donc  qu'il  n'y  a   pas  de 
point  singulier. 
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u4uttv  méthode  fie  discussion. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  constante  a 
soit  égale  à  Tunité,  ce  qui  ne  changera  pas  la  forme  de  la 
surface;  alors  si  dans  Téquation 

p'  (3  sin^O  cos'4»  4-  m  sW Ô  —  i)  =  i 

2 

on  change  p^  en  r*  ou  p  en  r^,  on  obtiendra  une  équation 
du  second  degré  entre  les  coordonnées  r,  0,  ç  : 


(B) 


(  r'(3 sin*  0  cos*4'  -h  'w  sin* 0  —  i  )  =  i , 


Ainsi  la  surface  jouit  de  cette  propriété  que  ses  rayons 
sont  égaux  à  ceux  de  la  surface  B  du  second  degré  élevés 

a  la  puissance  ^* 

Dans  le  cas  où  la  surface  B  est  un  ellipsoïde,  tous  les 
rayons  de  la  surface  sont  finis,  elle  a  à  peu  près  la  forme 
de  rellipsoïde  et  elle  le  coupe  suivant  la  courbe  obtenue 
en  faisant  p  ==:  i. 

Pour  n»  = —  2,  la  surface  du  second  degré  est  un  cy- 
lindre imaginaire,  et  la  surface  présente  la  propriété 
d'être  asymptote  à  Taxe  des  x, 

A  cet  effet,  remarquons  que  lorsque  l'équation  du  second 
d^ré  donnera  pour  r*  des  valeurs  négatives,  comme  dans 
le  cas  des  hyperboloïdes,  il  n'y  aura  pas  alors  de  point 
réel  de  la  surface  du  second  d^ré  correspondant  à  ces 
valeurs,  au  lieu  que  le  rayon  p  =  y/r*,  devenu  négatif, 
donnera  encore  des  points  de  la  surface  à  discuter  A. 
Dans  ce  cas,  on  considérera,  en  même  temps  que  Thyper- 
boloïde  B,  l'hyperboloïde  conjugué,  et  on  portera  les 
rayons  de  la  surface  A  en  sens  contraire  de  ceux  de  cet 


(  46a  ) 
hyperboloïde  conjugué.  Ces  remarques  vont  nous  donner 
une  idée  nette  de  la  surface  et  nous  permettre  d'en  com- 
pléter la  discussion. 

Pour  m  >• —  îi,  on  obtient  un  hyperboloïde  A  auquel 
il  faut  joindre  le  conjugué. 

Pour  m  =  I,  la  surface  A  devient  asymptote  aux  deux 
plans 

3x^ — z*  =  o 

et  se  déduit  du  cylindre  hyperbolique 
3x2— z»=i. 

La  discussion  des  sections  planes  passant  par  le  centre 
achèvera  de  faire  connaître  la  forme  de  la  surface.  En 
effet,  tout  plan  passant  par  le  centre  donnera  dans  la  sur- 
face du  second  degré  une  conique,  et  si  Ton  porte  sur 
tous  les  rayons  de  celte  conique  des  longueurs  égales  à 

o 

leurs  puissances  ^^  on  aura  la  courbe  d'intersection  avec 

la  surface  discutée. 

Si  le  plan  sécant  donne  dans  la  surface  du  second  degré 
une  section  hyperbolique,  on  aura  dans  la  surface  A  une 
section  à  deux  branches  infinies  ayant  mêmes  asymptotes 
que  l'hyperbole. 

Si  le  plan  sécant  donne  une  section  parabolique,  on 
aura  dans  la  surface  A  une  courbe  à  une  seule  branche 
inBnie. 

Enfin  les  plans  des  sections  elliptiques  donneront  des 
courbes  fermées,  et  en  particulier  si  l'on  prend  les  plans 
des  sections  circulaires,  on  aura  encore  des  cercles  dans 
la  surface  A. 

Soit  MCO  un  plan  passant  par  le  centre,  soient  CP  la 
section  de  la  surface  du  second  degré  et  DQ  la  section  de 
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la  surface  A,  soit  |i  la  tangente  de  Tangle  que  fait  la  tan- 


gente CM  avec  OC,  soit  f*'  Tangle  correspondant  M' DO. 

On  aura 

r 
r' 


^  ,        9 

tangp  =  —♦      tangp'  =  ^i 


et,  d'après  la  relation  r=:  p^, 

3 
tang^'  =  - 

Il  sera  donc  facile  de  construire  la  tangente  à  la  courbe 


3 
tangf*'  =  -  tangfi. 


DQ  au  point  D.  11  suffira  de  prendre  DD'  =  a  CD  et  d'é- 
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lever  en  D'  jusqu'à  la  rencontre  de  la  tangente  CMD^' 
une  perpendiculaire;  en  joignant  DD",  on  aura  la  tan- 
gente en  D. 

En  construisant  deux  tangentes,  on  aura  ainsi  le  plan 
tangent  par  une  simple  construction  géométrique. 

Enfin  imaginons  que  Ton  considère  trois  directions 
conjuguées  de  la  surface  du  second  degré  ou  du  cône 
asymptote.  On  sait  que  la  somme  des  carrés  des  diamètres 
conjugués  reste  constante.  De  même  on  sait  que  la  somme 
des  carrés  des  inverses  de  trois  diamètres  rectangulaires 
est  constante.  On  en  déduit  relativement  k  la  surface  dis- 
cutée les  théorèmes  suivants  : 

Si  Ton  mène  trois  directions  conjuguées  dans  le  cône 
asymptote  de  la  sur&ee^  la  somme  des  cubes  des  rayons 
de  la  surface  correspondant  à  ces  directions  sera  con- 
stante. 

Si  Ton  mène  trois  directions  rectangulaires,  la  somme 
des  inverses  des  cubes  des  rayons  correspondant  à  ces  di- 
rections est  constante. 


(lUBSTION  6*1 

(tOir  p.  899). 

Par  m.  catalan. 


La  seconde  partie  du  théorème  énoncé  p.  899  est  fausse. 
Par  exemple  : 

34.35.36.37.38 
..3.4.5.6=^^'7'^^''9- 

bien  que  6  et  3s&  soient  divisibles  par  2. 
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r-'      2 


■Sirj-T-.-., 


I  .    1 
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sin  XI  3 


(i -h  ar)«  ^  (1 -h  2x)«  ^  (1 -+.  3x)«             ' 
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JC  x  X 
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/        a         h         c\  /  a         h         c\  /  a         h  c\ 
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Les  trois  livres  de  Porismes  d'Euclide,  rétablis  pour  la 
première  fois,  d'après  la  Notice  et  les  Lemmes  de  Pap- 
pus,  etc.,  par  M,  Chasies,  membre  de  l'Institut.  Paris, 
in-8®  de  824  pages,  1860;  chez  Mallet-Bachelierf  im- 
primeur-libraire (*). 

L'ouvrage  débute  par  une  Introduction  de  près  de  100 
pages,  où  l'auteur  expose,  avec  sa  méthode  et  sa  clarté 
habituelles,  l'état  de  la  question,  ses  difficultés,  les  textes 
anciens  qui  ont  servi  de  guide  pour  arriver  à  une  solution, 
les  travaux  des  géomètres  qui  ont  cherché  à  la  découvrir, 
enfin  les  bases  mêmes  du  système  dont  l'ouvrage  n'est 
qu'un  savant  et  très-intéressant  développement. 

Une  analyse  rapide  de  cette  Introduction  est  donc  le 
moyen  le  plus  sûr  de  faire  connaître  aux  lecteurs,  de  ce 


(*]  Les  figures  sont  dans  le  texte;  Timpression,  la  gravure,  le  choix  du 
papier,  tout  dans  cette  publication  mérite  des  éloges  et  fait  honneur  à 
FEditcur. 
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journal  Tobjet,  le  caractère  et  Tutilité  de  la  nouvelle  pro- 
duction de  M.  Chasles. 

Le  Traité  des  Porisnies  d'EucHde,  perdu  avec  tant 
d'autres  livres  précieux  de  Tantiquité,  ne  nous  est  connu 
que  par  une  Notice  insérée  par  Pappus  dans  le  Vit®  livre 
de  ses  Collections  mathématiques ,  et  par  une  très-courte 
mention  de  Proclus. 

Les  éloges  que  Pappus,  qui  était  lui-même  un  géomètre 
éminent,  fait  de  cet  ouvrage  d'Euclide  et  la  haute  impor- 
tance qu'il  y  attachait,  expliquent  les  efforts  faits  pour  le 
rétablir  par  divers  géomètres  célèbres  des  deux  derniers 
siècles,  et  notamment  par  Albert  Girard,  Fermât,  Vie  te  et. 
Halley.  Mais  ces  tentatives  demeurèrent  sans  résultat,  mal- 
gré le  talent  de  leurs  auteurs.  Ce  fut  R.  Simson  qui  le  pre- 
mier parvint  à  soulever  un  coin  du  voile  épais  qui  couvrait 
ce  mystère  légué  par  l'antiquité  aux  géomètres  modernes, 
à  fixer  ses  idées  sur  la  forme  des  Porismes,  et  même  à  réta- 
blir quelques-unes  de  ces  propositions  dont  Pappus  n'a 
rapporté  qu'un  seul  énoncé. 

Malgré  cette  belle  découverte  de  Simson,  il  restait 
beaucoup  à  faire,  il  ne  suffisait  pas,  en  effet,  de  savoir 
en  quoi  consistait  la  doctrine  des  Porismes.  Il  fallait 
encore  retrouver  ce  qu'étaient  les  propositions  qui  for- 
maient les  trois  livres  des  Porismes  et  dont  le  nombre 
n'était,  dit  Pappus,  pas  moindre  de  171  -,  il  fallait  faire 
connaître  quelle  avait  pu  être  la  pensée  qui  avait  dirigé 
le  géomètre  grec  dans  sa  conception  originale,'  prouver 
son  utilité,  hautement  proclamée  par  Pappus,  pour  la 
résolution  des  Problèmes,  et  enfin  indiquer  les  points  de 
contact  qu'elle  pouvait  avoir  avec  nos  théories  et  nos  mé- 
thodes modernes. 

C'est  ce  que  n'ont  fait  ni  Simson  ni  ses  successeurs  \  et 
c'est  précisément  la  tâche  que  M.  Chasles  a  entreprise, 
qu'il  était  parvenu  à  remplir  dès  i835,  époque  de  la  ré- 


(3) 
daciion  définitive  de  Y  Aperçu  historique,  et  au  développe- 
ment  de  laquelle  son  nouvel  ouvrage  est  consacré. 

La  Notice  de  Pappus  sur  les  Porismes  est  citée  in  ex^ 
tensoy  pages  1 4  à  21.  Ce  texte  en  effet  était  essentiel  à 
connaître,  pour  que  le  lecteur  pût  former  un  jugement 
sérieux  sur  l'ouvrage  de  M.  Chasles.  Car  ce  texte  étant  le 
seul  point  de  départ  qu'on  possède  sur  la  question,  il  est 
clair  que  toute  opinion  et  tout  travail  de  divination  qui 
ne  s'y  adapteraient  pas  exactement  et  complètement,  en- 
courrait par  cela  même  le  soupçon  de  n'être  qu'une  fan- 
taisie plus  ou  moins  ingénieuse. 

Après  quelques  réflexions  générales  et  élogieuses  sur 
le  Traité  d'Euclide,  Pappus  cherche  à  donner  une  idée  de 
ce  qu'étaient  les  Porismes,  et,  pour  y  mieux  réussir  par 
un  rapprochement  avec  des  choses  déjà  bien  connues,  il 
rappelle  les  définitions  appliquées  par  les  anciens  au 
Théorème,  au  Problème  et  au  Porisme.  Il  dit  : 

•«  Le  Théorème  est  une  proposition  où  l'on  demanjle 
»  de  démontrer  ce  qui  est  proposé  5 

»  Le  Problème  est  une  proposition  où  l'on  demande 
>i  de  construire  ce  qui  est  proposé  5 

»  Le  Porisme  est  une  proposition  où  l'on  demande 
»  de  trouver  (d'acquérir,  de  se  procurer)  ce  qui  est  pro- 
»  posé.  » 

Mais  il  faut  convenir  que  cette  définition  du  Porisme, 
bonne  sans  doute  pour  ceux  qui  étaient  déjà  au  courant 
de  la  question,  était  peu  propre  à  y  jeter  quelque  lumière 
après  tant  de  siècles,  et  en  effet  elle  est  demeurée  très- 
obscure  pour  tous  les  géomètres,  jusqu'à  ce  que  Sîmson 
en  eût  fait  le  sujet  de  ses  méditations. 

Pappus  donne  ensuite  un  seul  énoncé  complet  de  Po- 
rismes, et  il  se  borne,  pour  les  autres,  à  dire  qu'ils  se  rat* 
tachaient  tous  à  29  genres  distincts,  dont  il  indique  la  ré- 
partition entre  les  trois  livres  de  l'ouvrage. 
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Maïs  ici  encore  réiiigme  n'était  pas  facile  à  deviner: 
a6n  que  le  lecteur  puisse  en  juger,  prenons  au  hasard 
renoncé  caractéristique  de  Tun  de  ces  genres;  c^est  le 
XIV*. 

«  Une  droite,  plus  telle  autre  droite,  a  un  rapport 
»  donné  avec  tel  segment  compris  entre  un  point  donné 
»  et  tel  point.  » 

M.  Chasles  s'occupe  ensuite  de  l'ouvrage  de  Simson  : 
De  Ponsmatibus.  L'auteur  anglais  définit  le  Porisme 
«  Une  proposition  dans  laquelle  on  demande  de  démon- 
»  trer  qu'une  chose  ou  plusieurs  sont  données  (c'est-à- 
»  dire  sont  des  conséquences  de  l'hypothèse)  qui,  ainsi 
»  que  Tune  quelconque  d'une  infinité  d'autres  choses 
»  non  données,  mais  dont  chacune  est  avec  les  choses 
)»  données  dans  une  même  relation,  ont  une  certaine  pro- 
»  priété  commune,  décrite  dans  la  proposition.  » 

Exemple  :  «  Trois  droites  étant  données,  si  de  chaque 
»  point  de  Tune  on  baisse  des  perpendiculaires  sur  les 
)>  deux  autres,  on  pourra  trouver  une  ligne  et  une  raison 
»  telles,  que  Tune  des  perpendiculaires  plus  la  ligne 
»  donnée  sera  à  l'autre  perpendiculaire  dans  la  raison 
»  donnée.  » 

Simson,  dans  son  Traité,  donne  la  démonstration  de 
39  Lemmes  de  Pappus,  et  propose  une  quarantaine  de 
Porismes,  mais  qui  se  rattachent  tous  à  7  seulement  des 
ay  genres  décrits  par  Pappus. 

Quelques  réflexions  sur  une  opinion  de  Playfair  ter- 
minent l'historique  et  la  discussion  des  travaux  de  ses  de- 
vanciers, après  quoi  M.  Chasles  commence  l'exposition  de 
son  propre  système. 

Prenant  pour  base  cette  assertion  formelle  de  Pappus 
que  ((  les  Porismes  ne  sont,  quant  à  la  forme,  ni  des  Théo- 
»  rèmes,  ni  des  Problèmes;  qu'ils  constituent  ,un  genre 
»  intermédiaire;  mais  que,  parmi  beaucoup  de  géoroè- 
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»  très,  les  uns  les  regardent  comme  des  Théorèmes,  et 
»  d'autres  comme  dei  Problèmes  >i,  le  savant  auteur  en 
conclut  que  les  Porismes  sont  des  propositions  où  Ton  a 
tout  à  la  fois  à  démontrer  une  vérité  énoncée  (comme 
dans  les  Théorèmes)  et  à  trouver  ainsi  que  dans  les  Pro- 
blèmes) la  qualité  ou  la  manière  d'être,  comme  la  gran- 
deur ou  la  position  de  certaines  choses  mentionnées  dans 
l'énoncé  de  cette  vérité  ]  ce  que  fait  bien  comprendre,  par 
exemple,  le  texte  du  Porisme  cité  plus  haut  et  tiré  de 
Fouvrage  de  Simson,  comme  aussi  .celui  qui  est  énoncé 
par  Pappus. 

Les  Porismes  prennent  donc  leur  origine  dans  des 
Théorèmes  déjà  connus ,  mais  dont  on  change  la  forme 
pour  en  faire  des  Porismes  ;  de  sorte  qu'on  peut  dire  que 
ce  sont  des  conséquences  immédiates  de  Théorèmes; 
qu'ils  en  sont  une  sorte  de  corollaires;  et  cela  peut  servir 
à  expliquer  pourquoi  Ëuclide  s'est  servi,  pour  désigner 
ces  propositions  particulières,  du  terme  même  de  Porisme, 
qui  était  déjà  consacré  par  l'usage  pour  désigner  les  sim-* 
pies  corollaires. 

Ce  qui  distingue  les  Porismes  des;  Théorèmes  ordinai» 
res,  c'est  qu'il  y  manque  la  détermination,  en  grandeur 
et  en  position,  de  certaines  choses  annoncées  comme  con- 
séquence de  l'hypothèse.  Ce  sont  donc,  en  quelque  sorte,. 
des  Théorèmes  non  complets  (dans  leur  énoncé)  expri-* 
mant  certaines  relations  entre  des  choses  variables  sui^ 
vaut  une  loi  connue  ;  relations  indiquées  dans  l'énoncé 
du  Porisme,  mais  qu'il  faut  compléter  par  la  détermina- 
tion de  cer^ines  choses,  qui  seraient  déterminées  dans 
l'énoncé  d'un  Théorème  proprement,  dit  ou  Théorème 
complet. 

Et  telle  est  la  définition  adoptée  par  M.  Chasles. 

Il  peut  sembler,  au  premier  abord,  que  ce  simple  chan» 
gement  effectué  dans  Ia  forme  seule  des  Théorèmes  n'e^t 


(6) 
qu'une  puérilité,  et  par  conséquent  on  pourrait  en  infé- 
rer que  la  conception  d'Eucnde  était  tout  autre. 

Maïs,  avec  un  peu  de  réflexion,  on  remarque,  au  con- 
traire, que  cette  forme  de  Théorèmes  non  complets,  c'est- 
à-dire  débarrassés  de  déterminations  parfois  compli- 
quées et  sans  utilité,  tend  à  devenir  le  caractère  le  plus 
général  des  propositions  dans  les  mathématiques  ac- 
tuelles ;  qu'il  7  a,  à  cet  égard,  une  analogie  incontestable, 
qu'on  était  loin  de  soupçonner,  entre  les  Porismes  d'EUi- 
clide  et  la  plupart  de  nos  propositions  modernes;  que 
cette  modification  dans  la  forme  des  énoncés  est,  à  elle 
seule,  un  progrès  réel  ;  car  la  science  y  trouve  un  degré 
de  simplicité  et  d'abstraction  qui  facilite  le  raisonnement 
et  la  combinaison  des  vérités  mathématiques  entre  elles; 
et  qu'ainsi  elle  prouve  chez  Euclide,  non  point  un  ca- 
price inutile,  mais  au  contraire  une  rare  sagacité  et  une 
profonde  intelligence  des  besoins  de  la  science. 

Cet  ouvrage,  quoique  perdu,  n'est  donc  pas  étranger  à 
nos  mathématiques  •,  elles  en  ont  reçu  l'influence,  quant  à 
leur  forme  actuelle,  et  en  réalité  nous  faisons  journelle- 
ment des  Porismes  sans  le  savoir. 

Quant  à  Tutililé  de  ces  propositions  pour  la  résolution 
des  Problèmes,  elle  est,  après  ce  qu'on  vient  de  dire,  fa- 
cile à  comprendre.  C'est  que  la  recherche  d'un  lieu  géo- 
métrique déterminé  par  certaines  conditions  exigeait  le 
secours  de  quelque  Purisme;  car  il  fallait  conclure  de 
ces  conditions  une  autre  expression  du  lieu  qui  fut  déjà 
connue,  et  qui  par  conséquent  fît  connaître  la  nature  du 
lieu,  sujet  de  la  question.  Or  c'est  le  passage  d'une  ex- 
pression de  lieu  à  une  autre  expression  qui  exigeait  un 
Porisme. 

Cette  marche  est  dans  la  nature  des  choses  et  subsiste 
dans  les  mathématiques  modernes.  Il  en  est  ainsi  notam- 
ment dans  le  procédé  général  de  solution  fondé  sur  l'ana- 
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lyse  de  Descaries,  qui  conduit  à  une  équation  finale  entre 
les  coordonnées  X  et  j,  d'où  se  conclut  le  lieu  cherché. 
Car  cette  équation  finale  constitue  un  véritable  Porisme. 

Après  cette  discussion,  qui  est  un  modèle  de  logique, 
l'auteur  analyse  les  29  genres  décrits  par  Pappus,  et  fait 
connaître  de  quelle  manière  il  répartit,  dans  les  trois 
livres,  les  nombreux  Porismes  qui  s'y  rapportent,  en  se 
conformant  d'ailleurs  rigoureusement  à  toutes  les  indica- 
tions laissées  par  ce  géomètre,  et  en  ayant  soin  de  n'o- 
mettre aucun  de  ces  29  genres. 

La  grande  majorité  de  ces  propositions  sont  relatives  à 
la  théorie  connue  aujourd'hui  sous  le  nom  de  théorie  des 
divisions  homo graphiques^  formées  sur  une  droite  ou  sur 
deux  par  deux  droites  tournantes  qui  Se  coupent  toujours, 
soit  sur  une  droite  donnée,  soit  sur  un  cercle.  Traduites 
en  langage  algébrique  moderne,  ces  relations  sont  des 
équations  à  deux,  à  trois,  à  quatre  ou  à  cinq  termes. 
M.  Chaslcs  a  déjà  fait  connaître  la  plupart  de  ces  équations 
dans  les  chapitres  \  II  et  VIII  du  Traité  de  Géométrie  su- 
périeure. Leur  utilité,  leur  importance,  leur  signification, 
peut-être  moins  bien  appréciées  qu'elles  n'auraient  dû 
l'être,  sont  ainsi  rendues  bien  évidentes. 

D'après  cela,  il  semble  que  le  rétablissement  de  l'ou- 
vrage perdu  d'Euclide  eût  pu  se  borner  à  de  simples  énon- 
cés de  Porismes,  puisque  les  déraonstra lions  en  étaient 
toutes  faites  d'avance  dans  le  Traité  de  Géométrie  supé" 
rieure.  Mais  l'auteur  a  craint  avec  raison  que  ces  démons- 
trations faciles,  fondées  sur  des  théories  modernes,  ne 
donnassent  lieu  à  quelques  doutes  sur  la  coïncidence  de 
ses  idées  avec  celles  d'Euclide,  et  il  s'est  astreint  au  travail 
pénible  de  refaire,  pour  chacun  des  220  Porismes  conte- 
nus dans  les  trois  livres,  de  nouvelles  démonstrations  di- 
rectes et  spéciales,  ne  reposant  que  sur  des  principes  et  des 
propositions  que  l'on  pût  regarder  comme  étant  familières 
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au  géomètre  grec,  et  notamment  sur  les  ig  Lemnies  laissés 
par  Pappiis  pour  faciliter  Tintelligence  du  Traité  d'Eu- 
clide. 

L'ouvrage  que  M.  Chasles  présente  au  public,  avec 
toute  l'autorité  de  son  nom,  remplit  donc  exactement, 
tant  pour  le  fond  que  pour  la  forme,  le  cadre  tracé  par 
Pappus,  et  les  géomètres,  en  le  lisant,  croiront  avoir  sous 
les  yeux  Euclide  lui-même  et  la  suite  de  ses  immortels 
Eléments. 

C'est  un  service  nouveau  et  important  que  M.  Chasles 
a  rendu  à  la  science,  ei  Ton  doit  lui  en  savoir  d'autant 
plus  de  gré,  que  ce  travail,  roulant  presque  en  entier  sur 
la  théorie  déjà  connue  des  divisions  homogrâphiques, 
semblait  comporter  dans  ses  détails  moins  de  variété,  d'a- 
grément et  d'invention  que  l'auteur  n'a  su  lui  en  don- 
ner (*),  et  n'offrait  peut-être  pas  à  l'esprit  fécond  qui  le 
composait,  l'attrait  qui  s'attache  plus  particulièrement  à 
la  recherche  dès  questions  entièrement  neuves,  et  qu'il 
avaii  pu  lui  offrir  il  y  a  vingt-cinq  ans. 

Je  me  permettrai  de  dire  que  cet  ouvrage  a  encore,  à 
mes  yeux,  un  autre  genre  démérite  et  d'utilité:  c'est  qu'il 
fait  une  diversion,  au  moins  momentanée,  aux  publica- 
tions presque  exclusivement  algébrîco-géométriques  de 
notre  temps.  L'analyse  appliquée  à  la  géométrie,  surtout 
depuis  qu'elle  a  simplifié  et  perfectionné  quelques-uns 
de  ses  symboles,  a  pris  des  allures  si  vives,  et  en  apparence 
si  sûres*,  elle  a  parfois  si  bien  réussi  à  présenter  à  sa 
manière,  qu'elle  dit  être  la  meilleure,  les  résultats  que 
souvent  la  géométrie  pure  avait  d'abord  découverts;  ^lle 
fait,  en  un  mot,  des  promesses  si  brillantes  et  si  sédui- 


(*)  On  trouve  en  effet,  dans  les  trois  livres,  une  foule  de  propriétés 
nouvelles  et  très-intéressantes,  concernant  le  cercle  ou  les  figures  recli- 
lignes. 
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santés,  que  bien  des  personnes  seraient  tentées  de  faîie 
passer  dans  ses  mains,  disons  de  lui  faire  usurper,  le 
sceptre  de  la  géométrie.  Cette  tendance,  qu'à  bien  des 
égards  je  regarde  comme  une  illusion  décevante,  est 
peut-être,  dans  cette  branche  des  mat héiha tiques,  un 
symptôme  de  cette  fièvre  d'activité,  de  ce  besoin  d'attein- 
dre vite  un  but  quelconque,  qui  est  un  des  caractères  do- 
minants de  notre  époque. 

Mais  il  est  bon  pourtant,  dans  l'intérêt  même  de  la 
science,  d*y  apporter  quelque  tempérament.  Car,  en  ad- 
mettant même  (chose  que  l'expérience  de  ces  cinquante 
dernières  années  est  bien  loin  de  confirmer)  que  la  palme 
de  la  célérité  dans  les  investigations  appartienne  aux  mé- 
thodes analytiques,  la  science;  ne  saurait  encore  s'en  accom- 
moder d'une  façon  exclusive.  Pour  me  servir  d'une  cotn- 
paraison  vulgaire,  on  acquiert  assez  promptement  la 
connaissance  générale  d*une  contrée  en  parcourant  lès 
grandes  voies  de  communication  ferrées  qui  la  sillon- 
nent; mais,  pour  en  bien  approfondir  les  détails,  les  pro- 
ductions, les  ressources,  il  faut  quitter  la  locomotive,  el 
se  résoudre  à  suivre  à  pied  les  anciennes  routes  et  les 
chemins  de  traverse.  Cela  même  donne  des  habitudes  de 
patience,  d'observation  et  de  critique,  qu'on  risquerait 
de  perdre,  si  l'on  ne  savait  se  résigner  à  ce  mode  primitif 
de  pérégrination. 

Quelques  réflexions,  insérées  récemment  dans  les  iVbu- 
velles  Annales  (*),  et  qui  touchaient  à  ce  sujet,  mettaient 
en  opposition  les  équations  écrites  de  l'analyse,  et  les 
équations  parlées  de  la  géométrie,  ancienne  ou  moderne. 
Les  conclusions  qu'on  en  a  tirées  ne  me  semblent  pas 
parfaitement  ni  de  tous  points  exactes. 

Il  est  vrai  de  dire  que  les  équations  écrites  sont   un 

(*<)  Tome,  XIX  page  70.    Tu. 
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auxiliaire  admirable,  dont  la  parole  dans  sou  impuis- 
sance, ou  la  pensée  dans  sa  faiblesse,  ont  souvent  besoin 
pour  se  soutenir.  Mais  les  équations  parlées  ont  parfois 
sur  elles  l'avantage  de  la  concision  et  de  la  clarté,  et  par 
suite  se  prêtent  mieux  et  plus  naturellement  aux  spécu- 
lations de  Tesprit.  Cest  ainsi,  pour  tirer  un  exemple  du 
sujet  même  de  cet  article,  que  les  termes  de  divisions  ho- 
mographiques  et  de  divisions  en  involution  sont  tout  à  la 
fois  plus  brefs,  plus  complets  et  d*un  usage  plus  commode, 
que  les  périphrases  ou  que  les  symboles  algébriques  dont 
ils  tiennent  lieu. 

C'est  aussi,  grâce  à  quelques  équations  parlées^  que  le 
grand  géomètre,  dont  le  monde  savant  déplore  la  perte 
récente,  que  Tillustre  auteur  de  la  théorie  des  Couples^  a 
fait  passer  dans  les  éléments,  complété  et  rectifié  parfois 
les  questions  les  plus  élevées  de  la  statique;  qWil  a  dis- 
sipé les  nuages  épais  dont  la  question  de  la  rotation  des 
corps  solides  se  trouvait  enveloppée  au  milieu  des  for- 
mules qui  r avaient  résolue;  quil  a  su  rendre  presque 
élémentaire  la  théorie  de  la  précession  des  équinoxes  et 
de  la  natation  de  Vaxe  terrestre^  si  délicate  dans  ses 
nuances  que  robseivation  ne  peut  saisir;  et  qu'enfin  il  a 
dévoilé,  dans  certaines  hautes  questions  de  mécanique 
céleste,  des  omissions  ou  des  erreurs,  que  les  formules 
écrites  les  plus  accréditées  n'avaient  pu  y  découvrir. 

Ces  exemples,  et  d'autres  qu'on  pourrait  citer,  en  géo- 
métrie comme  en  mécanique,  ne  sont  pas  de  nature  à  af- 
faiblir l'estime  que  les  bons  esprits  ont  toujours  accordée 
aux  spéculations  de  pure  géométrie,  et  la  conclusion  la 
plus  sage  qu'on  en  puisse  tirer,  c'est  qu'il  faut  cultiver, 
avec  le  même  soin  et  la  même  prédilection,  les  deux  mé- 
thodes, et  ne  pas  s'efforcer  de  faire  refluer  sur  l'une,  au 
détriment  de  l'autre,  les  tendances  et  les  sympathies  de  la 
jeunesse  studieuse. 
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M.  Chasles,  qui  d'ailleurs  a  souvent  prouvé,  aiusî  que 
d'autres  géomètres  ses  contemporains,  que  la  sûreté  des 
recherches  de  géométrie  pure  s*allie  parfaitement  avec  la 
célérité  et  la  priorité  des  découvertes,  a  donc  rendu  à  la 
science,  en  publiant  son  nouvel  ouvrage,  un  service  dont 
lui  seront  reconnaissants  tous  ceux  qui  la  cultivent,  et 
qui  ne  sera  pas,  aux  yeux  de  la  postérité,  Tun  de  ses  moin- 
dres titres  de  gloire. 

Qu'il  me  soit  aussi  permis,  en  terminant,  d'émettre  le 
vœu  qu'après  avoir  employé  tant  de  précieux  loisirs  au  ré- 
tablissement de  Fœuvre  d'un  ancien,  il  puisse  les  consa- 
crer désormais,  à  la  rédaction  définitive  du  grand  ouvrage, 
dont  tous  les  amis  de  la  géométrie  attendent  la  suite 
avec  tant  d'impatience. 

Note  du  Rédacteur. 

Nous  ne  nous  abstiendrons  pas  de  répéter  ce  qu'on  ou- 
blie sans  cesse.  Dans  les  deux  siècles  analytiques  écoulés 
depuis  Descartes,  la  science  de  l'espace  a  fait  des  progrès 
plus  considérables  que  dans  les  cinquante-six  siècles  géo- 
métriques qui  ont  précédé  Descartes.  Même  aujourd'hui 
les  équations  parlées  de  la  géométrie  segmentaire  sont 
fondées  sur  une  analyse  qu'on  a  quelquefois  l'air  d'esca- 
moter. Si  quelqu'un  avait  parlé  à  Euclide  de  tangentes 
au  cercle  menées  par  un  point  situé  dans  l'intérieur  du 
cercle,  avait  raisonné  sur  des  cercles  imaginaires  situés  à 
l'infini,  Euclide  aurait  conseillé  à  cet  honmie  de  prendrit 
quelques  grains  d'ellébore.  Aujourd'hui,  grâce  aux  élu- 
cubrations  des  analystes  sur  les  fonctions  symétriques,  sur 
les  équations  de  la  forme  (x  — a)*-+-  [y — i)*-f.6*=  o  et 
surtout  au  vivifiant  théorème  de  d'Alembert  sur  les  imagi- 
naires conjuguées,  les  géomètres  peuvent. employer  légiti- 
mement,  fructueusement  ces  locutions,  sans  craindre  d'élre 
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envoyés  aux  Petîles-Maisons  (*).  Le  ballon  s'approchani 
de  plus  eu  plus  vers  le  zénitb,  peul  volontiers  s'imaginer 
cju'il  tient  cette  force  ascensionelle  de  lui-même,  et  tou- 
tefois sans  le  gaz  quW  lui  a  inculqué,  il  serait  resté 
ventre  à  terre;  Sapienti  sat.  Le  principe  des  forces  vives, 
de  la  moindre  action,  de  la  conservation  du  mouvement, 
du  centre  de  gravi  té,  etc. ,  sont  des  équations  parlées  dont 
on  a  toujours  fait  usage,  mais  sans  oublier  les  origines, 
et  sans  négliger  de  les  écrire  lorsque  la  clarté  Texige. 
Si  dans  le  célèbre  code  classique  de  la  géométrie  segmen- 
taire  où  les  signes,  les  locutions  et  les  équations  algé- 
briques surabondent,  on  avait  francbement  adopté  les 
points-racines  de  Gauss,  que  M.  Prouhet  {^*)  a  introduits 
en  France,  il  est  permis  de  croire  que  peut-être  le  vo  • 
lume  aurait  été  tiercé,  les  résultats  triplés,  et  que  le  tout 
aurait  gagné  en  élégance  et  en  qualités  mnémoniques. 

La  composition  des  moments,  des  mouvements  de  rota- 
tion, le  caractère  béliçoïdal  de  tout  mouvementde  solide, 
les  attractions  sphéroïdales,  etc.,  ont  éié  formulés  par  les 
analystes  et  depuis  admirablement  matérialisés^  pitto- 
resquement  présentés  à  Fœil  extérieur,  par  les  couples  et 
les  cônes  de  Poinsot  :  immense  service  rendu  à  la  propa- 
gation de  la  science.  Il  y  a  la  un  talent  infini,  une  ima- 
gination d'une  extrême  lucidité,  mais  non  création^  et 
c'est  la  création  qui  est  le  cachet  du  génie  :  tel  est  le  théo- 
rème de  d'Alembert  et  telle  encore  la  transformation  de  ce 
théorème  opérée  par  Gauss,  qui  y  a  découvert  le  travail 
économique  de  la  nature  dans  les  phénomènes  dynami- 
ques. A  propos  de  Gauss,  demandez  aux  géomètres  purs 


(*)  On  connattles  heureuses  abréviations,  les  belles  découvertes,  qu'on 
doit  à  nos  célèbres  géomètres  Poncelet  et  Chastes,  qui  les  premiers  ont 
introduit  les  êtres  {géométriques  imaginaires  situés  à  Tinfini,  et  des  lignes 
passant  par  des  points  imaginaires. 

(**)  Noui'eiles  Annales,  t.  I,  p.  /,:58  ;  l^?.. 
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de  diviser  la  circonférence  en  2"H- 1  parties  égales  lorsque 
ce  binôme  est  un  nombre  premier  et  n  supérieur  à  a. 
Ils  vous  répondront,  comme  naguère  certain  souverain  : 
Non  possumus.  De  même  pour  démontrer  l'impossibilité 
de  la  duplication  du  cube.  Allez  trouver  les  analystes, 
vous  obtiendrez  une  solution  apodictique. 

On  ne  saurait  trop  déplorer  l'absence  de$  couples  dans 
l'enseignement  secondaire  :  c'est  une  calamité  pédagogi- 
que. Il  est  bien  vrai  qu'à  Taide  des  théorèmes  copulatifsj 
il  est  facile  d'exposer^  sans  avoir  recours  à  des  foimules^ 
la  précession,  la  nutation,  le  pendule  Foucault  et  beau* 
coup  d'autres  faits  physiques  ;  mais  dès  qu'il  s'agît  d'en 
venir  aux  chiffres^  qui  sont  et  seront  toujours  le  but  final 
des  mathématiques,  il  faut  des  formules^  la  mécanique 
céleste,  s'il  est  permis  de  s'exprimer  ainsi,  n'est  qu'une 
sublime  fabrique  de  formules. 

Quand  l'analyse  semble  reculer  devant  des  obstacles 
que  la  géométrie  surmonte,  semble  fournir  péniblement 
des  constructions  sans  élégance,  il  faut  s'en  prendre  non 
à  Y  analyse  y  maisàl'a/ia^^/e,*  c'est  l'opinion  d'Euler,  qui 
a  tracé  un  sillon  si  profond  dans  la  géométrie  des  solides. 

Du  reste,  nous  voyons  des  esprits  éminents  donner  la 
préférence  soit  à  la  géométrie,  soit  à  l'analj^se,  selon  leur 
degré  d'habileté  dans  chacune  de  ces  branches.  Acceptons 
avec  reconnaissance  leurs  travaux,  sans  nous  inquiéter 
de  l'origine.  Dieu  nous  a  révélé  la  ligne  et  le  nombre. 
Employons-les  avec  discernement,  et  augebitiir  scientia. 

Demande. 

Quel  est  l'inventeur  du  théodolite?  Est-ce  Ramsden? 
Il  a  perfectionné  le  théodolite  dont  s'est  servi  le  major- 
général  Roy  en  1784  pour  rattacher  géodésiquement 
l'Angleterre  à  la  France  (Trans,  philos,,  '79®)' 
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Considérations  sur  l'état  des  sciences  et  des  lettres 
AUX  DIVERSES  ÉPOQUES  DE  LEUR  CULTURE,  par  Made- 
moiselle Sophie  Germain,  In-8  de  102  pages.  Paris, 
i833.  {Foir  t.  VI,  p.  9  du  Bulletin.)  (*) 

Le  but  prÎDcipal  de  cet  ëcrit  est  de  montrer  que  l'esprit 
humain  emploie  partout  les  mêmes  procédés,  dans  les 
sciences  exactes  et  philosophiques,  dans  les  compositions 
littéraires  et  dans  les  beaux-arts.  Les  travaux  de  la  raison 
et  de  l'imagination,  ceux  du  géomètre  et  du  poëte,  sont 
soumis  aux  mêmes  exigences,  conséquences  des  types  in- 
hérents à  l'esprit;  ces  exigences  sont  :  clarté,  ordre , 
simplicité^  ce  sont  les  conditions  de  la  perfection,  les 
mêmes  dans  les  matières  scientifiques  et  dans  celles  qui 
sont  du  ressort  du  goût.  Le  style  doit  avoir  partout  les 
mêmes  qualités,  et  elle  donne  pour  exemple  la  langue  des 
calculs. 

Langue  des  calculs  (p.  23). 

«  La  langue  des  calculs  peut  donner  lieu  à  des  correc- 
»  lions  qui  lui  sont  propres;  car  elle  a  aussi  son  style, 
»  et  tous  les  auteurs  ne  l'écrivent  pas  avec  le  même  degré 
»  de  perfection.  Au  choix  des  mots  correspond  celui  des 
»  caractères.  A  la  vérité,  ceux-ci  sont  tellement  conven- 
)»  tionnels,  qu'il  faut,  dans  chaque  occasion,  exprimer 
»  quelle  valeur  on  leur  attribue  :  cependant  leur  emploi 
»  est  astreint  à  certaines  convenances,  qui  ne  tiennent 
»  pas  uniquement  aux  habitudes  consacrées.  Les  formules 
»  remplacent  la  phrase  ;  elles  peuvent  être  plus  ou  moins 
»  élégantes.  L'analyse  parle  aux  yeux.  Ainsi,  au  lieu  de 
»  l'harmonie  ou  de  l'accord  entre  les  sons,  elle  doit  pré- 
»  senter  entre  ses  divers  éléments  des  rapports  d'ordre  et 
»  de  simplicité.  Les  personnes  initiées  à  ce  genre  de  dis- 
»  cours  trouvent  bien  certainement  dans  la  contempla- 

(*)  Complètement  épuisé. 
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»  tioii  des  formules  une  sorte  de  charme,  qui  les  eutraine 

»  vers  Tëtude.  Et,  si  les  bons  auteurs  sont  doués  d'une 

»  finesse  de  tact  qui  leur  dit  quelles,  entre  ces  formules^ 

)>  il  faut  écrire,  et  quelles  seulement  indiquer,  sî  leurs 

))  décisions  sont  tantôt  spontanées,  tantôt  réfléchies,  c'est 

»  que  ce  tact  n'est  autre  chose  que  le  goût,  appliqué  à  des 

»  objets  qu'on  parait  avoir  cru  étrangers  à  son  empire.  » 

Sur  la  dynamique  sociale, 

La  philosophe  géomètre  établit  une  similitude  ingé- 
nieuse entre  les  principes  qui  régissent  la  politique  et 
ceux  de  la  mécanique  (p.  64);  elle  prend  pour  les  trois 
éléments  moteurs  de  la  société,  les  intérêts,  les  passions, 
Vinertie,  et  applique  à  ces  forces  les  lois  de  l'équilibre 
stable  et  instable,  de  la  conservation  des  forces  vives,  de 
la  moindre  action,  et  traitant  des  forces  perturbatrices, 
elle  donne  cette  importante  exégèse  qui  donne  la  clef 
d^une  foule  d'événements  contemporains. 

((  Ajoutons  que  des  individus  doués  de  grandes  forces 
»  par  la  nature  étaient,  durant  le  calme,  placés  dans  des 
»  positions  qui  annulaient  ces  forces  ;  tandis  que,  à  la 
»  faveur  du  trouble,  ils  surgissent  de  tous  côtés,  armés 
»  d'une  énergie  jusqu'alors  inconnue.  De  tels  individus 
))  n'avaient  pas  prévu  qu'ils  sortiront  un  jour  de  la  nul- 
»  lité  à  laquelle  leur  position  sociale  les  avaient  con- 
»  damnés  :  ils  ne  se  sont  livrés  à  aucune  étude  spéciale, 
»  avant  de  prendre  place  parmi  les  hommes  qui  influe- 
»  ront  sur  le  sort  de  leurs  semblables  ;  et  les  partis  vio- 
»  lents  sont  les  seuls  qu'ils  puissent  adopter,  parce  qu'ils 
»  y  trouvent  l'emploi  de  leurs  forces,  et  sont  dispensés  de 
»  l'adresse,  fruit  des  connaissances  qui  leur  manquent.  » 
Après  avoir  montré  historiquement  la  marche  des 
progrès  de  l'esprit  humain,  elle  croit  que  les  sciences 
morales  et  politiques  finiront  pour  appartenir  aux  sciences 
exactes.  En  effet,  le  sentiment  du  devoir,  basede  la  morale^ 
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a  une  existence  aussi  certaine  que  le  sentiment  du  vrai, 
base  des  sciences  exactes,  et  la  politique  est  encore  de  la 
morale,  appliquée  aux  masses.  Ms^is  la  théorie  solidement 
établie  n'en  traîne   pas  pour   conséquence   la  pratique. 

Au  résumé,  les  idées  de  l'illustre  Française  sont  presque 
celles  de  Kant;  comme  lui,  elle  pose  des  limites  infran- 
chissables à  Tintelligence.  Nous  ne  saurions  expl]«|uer 
l'origine  de  Fêtre,  fût-il  infinitésimal,  doué  de  ^volonté, 
Torigine  du  dernier  animal  infusoire.  La  philosophie,  dite 
positiue,  parce  qu'elle  nie  l'esprit,  admet  cette  ignorance, 
mais  y  substitue  un  dogmatisme  de  la  matière,  comme  si 
la  matière  était  quelque  chose  de  plus  compréhensible  que 
l'esprit,  et  toutefois  le  point  de  départ,  l'origine  de  toute 
connaissance  est  dans  l'âme.  La  communication  des  idées 
a  lieu  non  entre  des  corps,  mais  entre  des  âmes ,  dès  ce 
monde-ci  \  la  négation  ici  est  impo,ssible,  amène  à  des 
non-sens.  On  peut  définir  cette  prétendue  philosophie, 
le  mysticisme  delà  matière,  triste  doctrine,  qui  dépeuple 
le  ciel  et  démoralise  la  terre. 

Nous  aimons  à  constater  que  Sophie  Germain  admet 
une  intelligence  suprême,  le  mens  agitât  molem  d'Ovide. 

On  prétend  que  Laplace,  interrogé  sur  l'absence  de 
Dieu  dans  sa  Mécanique  céleste,  a  répondu  qu'il  n'avait 
pas  besoin  de  cette  hypothèse.  Réponse  très-juste.  Dans 
les  sciences,  la  seule  manière  digne  de  faire  intervenir 
Dieu  est  de  faire  usage  de  Tintel^igence  dont  il  nous  a 
dour  5  le  Deus  ex  machina  est  une  preuve  d'ignorance  et 
presque  une  impiété.  Plus  l'intelligence  humaine  se 
montre  grande,  plus  éclate  glorieuse  l'intelligence  divine, 
selon  la  dé  vise  de  la  célèbre  Compagnie  (*). 

(*)  Ceux  qui  veulent  connaître  succinctement  la  philosophie  positive 
liront  avec  fruit  Touvrage  de  M.  de  Hlignières,  capitaine  d'artillerie,  beau 
talent  égaré  dans  un  sahara  ;  noble  caractère,  défenseur  d'excentricités  qui 
sapent  la  morale  sociale;  réduit  Thomme  à  Tétat  d'animal  doué  de  la  triste 
faculté  d«  pouvoir  se  dépraver  et  de  savoir  qu'il  est  mortel. 
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Ïj\  Division  réduite  a  une  Addition  ;  ouvrage  approuvé 
par  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  Insti  tut  de  France-, 
augmenté  d'un  Table  t!e  logarithmes  de  nombres  à  neuf 
décimales  exactes  en  deux  pages  et  d'une  nouvelle  mé- 
thode pour  calculer  avec  une  grande  facilité  les  Tables 
de  logarithmes,  de  division  et  autres-,  par  R  (amon) 
Picarte,  membre  de  la  Faculté  des  Sciences  physiques 
et  mathématiques  de  l'Université  du  Chili  (Prix  :  i3  fr. 
broché  et  i5  fr.  cartonné).  Paris,  chez  Mallet-Bachelier, 
1860  •,  in-folio  de  kiv  et  io4  pages. 

En  i852,  le  savant  Barlov^r  (Peter)  (*),  célèbre  par 
ses  travaux  magnétiques  sur  la  boussole  marine,  a  publié 
à  Londres  : 

Tables  of  squares,  cubes,  square  roots,  cube  roots^  reci- 
procals  of  ail  integer numbers ^  up  lo  loooo.  Stéréotype- 
édition^  examined  and  corrected.  Royal-i^, 

La  première  édition  est  de  l8i4« 

Une  de  ces  Tables  contient  la  réduction  en  fractions 

décimales  avec  sept  figures  décimales  des  fractions  ayant 

pour  numérateur  V unité  et  pour  dénominateurs  tous  les 

nombres  naturels  depuis  un  jusqu'à  dix  mille;  tandis  que 

la  Table  de  M.  Picarte  contient  la  même  réduction  avec 

onze  figures  en  fractions  qui  ont  pour  numérateurs  les 

nombres  de  1  à  9,  et  pour  dénominateurs  les  nombres  de 

1000  à  loooo.  Il  est  évident  qu'une  telle  Table  convient 

aussi  aux  nombres  renfermés  entre  i  et  1000  ^  par  exemple, 

I  .,111 

convient  a  ^5  tt-» 


3ooo  3    3o    3oo 

Chaque  page  in-folio  est  divisée  en  10  colonnes  et  100 


(*)  Né  à  Norwich  en  1776  (i3  octobre);  âgé  aujourd'hui  de  85  ans. 
BullHin  mathémaiique,  t.  VU.  (Mars  1861.)  3 
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lignes;  la  première  colonne  à  gauche  contient  loo  nom- 
bres consécutifs,  à  commencer  toujours  par  un  nombre  de 
centaines.  Par  exemple^  la  page  4o  contient  les  nombres 
depuis  35oo  jusqu'à  SSgp*,  la  ligne  supérieure  renferme 
lo  cases;  la  première  à  gauche,  qui  correspond  au-dessus 
des  cent  nombres  consécutifs,  est  vide  :  les  neuf  cases  res- 
tantes portent  successivement  les  nombres  i,  2,  3,  •  ••^g» 
Au-dessus  de  chacun  de  ces  nombres,  en  descendant  ver- 
ticalement, on  lit  100  nombres.  La  Table  est  donc  à  double 
entrée;  par  exemple,  à  la  page  4»  on  lit  dans  la  colonne  7 
et  vis-à-vis  le  nombre  SSSy  de  la  première  colonne  ce 
nombre  19779598757,  cela  équivaut  à  Téquation 


i^-—  =  1 ,977598757  4-  une  fraction, 


donc 


^=0,0001977598757; 

35l^  =  ^'^^'9"^^^^''     ^="*"- 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  réduire  en  déci- 
males la  fraction  T—^i  on  a 

4772 


^^  =  0,14668901928, 
^  =  0,004191114887, 
j-!—  =  o  ,0008882229637, 

^    ^    =r  0,1517188570807. 
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Lorsque  le  diviseur  a  plus  de  quatre  cbifTres,  rauteoi* 

fait  usage  de  cette  identité  -; =  -=-  (  i  — r  -. ]  • 

Par  exemple 

7^4    ^       7^       ^    7^4    /,  _     3     \ 
47723      4772o-h3      477?3i\        47723/ 
or 

7^4  *^  nr^f* 

7^—^  =  0,0101710357; 
47720  •  ' 

3  .  3 

■7 :r  ne  diffère  pas  sensiblement  de  ; » 

47723  *^  4772® 

3.724       3.724  , 

47^=  4^  ^  P^"  près  =0,455.549. 

On  voit  comment  au  moyen  de  cette  Table  on  peu^ 
ramener  une  division  à  l'addition.  En  effet,  tout  nombre 
est  un  polynôme  composé  de  termes  qui  sont  des  puis.- 
sances  de  lo,  cbacune  multipliée  par  un  des  nombres 
o,  1 ,  2,  3, . . . ,  9  ^  pour  opérer  i;ne  division,  il  suffit  donc 
d'opérer  la  division  de  chaque  terme  du  dividçnde^par  le 
diviseur  et  de  faire  la  somme  des  quotients.  O^*  la  Table 
donne  ces  quotients  imniédiatement  :  il  faut  prendre  ces 
quotients  avec  un  nombre  de  figures  décimales  tel,  que 
la  somme  des  restes  ne  surpasse  pas  une  unité  de  Tordre 
d'approximation  qu'on  veut  obtenir. 

Dans  un  Rapport  approbatif  fait  à  l'Académie  le  i4  fé- 
vrier iSSg,  M.  Bienaymé  dit  :  «  Il  serait  temps  qu'on 
))  imprimât  des  Tables  de  logarithmes  à  huit  décimales 
w  pour  lesquelles  l'interpolation  par  les  parties  propor- 
))  tionnelles  pourrait  s'exécuter  aussi  sûrement  qu'avec 
M  les  sept  décimales  des  Tables  actuelles.  Mais  il  n'est 
»  possible  d'employer  des  Tables  à  neuf  et  dix  décimales 
»  qu'en  se  servant  des  différences  des  deux  premiers  or- 
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»  dre8,  ce  qui  conduit  à  une  interpolation  compliquée. 
»  Or  une  Table  n'est  vraiment  commode  que  quand  elle 
»  dispense  le  Ciilculateur  de  la  contention  d'esprit  qu'exige 
n  le  calcul  :  et  les  meilleures  Tables  sont  celles  qui  don- 
»  nent  immédiatement  le  plus  grand  nombre  de  résultats 
»  tout  préparés.  Celle  que  M.  Picarte  a  calculée  satisfait 
)>  dans  son  genre  à  cette  condition.  » 

Le  savant  rapporteur  termine  par  celte  très-juste  obser- 
vation :  ((  La  fonction  -»  pour  être  très-simple,  n'en  est 

>»  pas  moins  une  de  celles  qui  imposent  le  plus  de  tra- 
»   vaii  aux  calculateurs.  » 

Un  tel  suffrage  dispense  de  tout  autre  éloge. 

M.  Picarte  a  ajouté  à  cette  Table  de  quotients,  qui 
commence  à  la  page  i5  et  finit  à  la  page  164,  une  Table 
de  logarithmes  à  neuf  et  dix  décimales  en  deux  pages,  car, 
dit-il  avec  raison,  l'utilité  d'une  telle  Table  se  fait  prin- 
cipalement sentir  lorsqu'il  s'agit  de  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  ;  par  exemple,  les  puissances  telles  que 
1342',  6i5',  4i*  ne  peuvent  s'obtenir  avec  des  Tables 
de  logarithmes  à  7  décimales. 

La  page  10  contient  avec  10  décimales  les  logarithmes 
des  nombres  de  i  à  999. 

La  page  11  aussi  avec  10  décimales  contient  les  loga- 
rithmes des  nombres  de  100000=  lo'  jusqu'à  100999, 
avec  une  colonne  des  différences  premières. 

Pour  trouver  les  logarithmes  des  autres  nombres,  l'au- 
teur remarque  que  tout  nombre  divisé  par  ses  trois  pre- 
miers chiffres  à  gauche  donne  un  quotient  qui  commence 
par  100  ;  ce  nombre  est  donc  le  produit  de  deux  facteurs; 
le  logarithme  du  facteur  à  trois  chiffres  se  trouve  à  la  page 
10,  et  du  second  facteur  à  la  page  11  ;  la  somme  donne 
]^  logarithme  du  nombre.  Exemple  : 

log  5^76245  =  l«»^  527  H-  l<>g  I  Q(»  1 1 ,64 . .    ; 
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à  la  page  lo  on  trouve  le  logariihme  du  premier  facteur, 
et  à  la  page  ii  celui  du  second  facteur,  faisant  usage  de 
la  différence  première. 

Les  pages  6,  7,  8  contiennent  les  logarithmes  des  nom-^ 
bres  100 100,  100999,  100998 y  100997  •••  I 00000, 
avec  trois  séries  de  différences.  A  l'aide  de  cette  Table  et 
d'une  méthode  particulière  d'interpolation,  l'auteur  cal- 
cule lés  logarithmes  des  nombres  de  1 00000  à  loiooo 
avec  i5  et  même  avec  20  décimales,  et  avec  12  décimales 
les  nombres  de  i  à  200000  =  2.10''  et  qui  sont  les. 
mêmes  que  ceux  des  grandes  Tables  du  Cadastre  de 
France  (t;oir  Note  sur  les  grandes  Tables  du  Cadastre,  par 
M.  Lefort  (*),  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées; 
IV®  volume  des  Annales  de  V Observatoire  impérial  de 
Paris,  i858). 

Le  gouvernement  du  Chili,  patrie  de  l'auteur,  a  sous- 
crit pour  3oo  exemplaires  de  son  ouvrage  comme  encou- 
ragement aux  études  mathématiques. 

Le  Bureau  des  Longitudes  élèverait  un  monument  na- 
tional ,  digne  du  glorieux  règne  actuel ,  en  publiant  des. 
Tables  de  logarithmes  avec  dix  figures  décimales,  format 
in-folio,  très-commode  pour  les  travaux  de  cabinet  et 
diminuant  le  nombre  de  pages  à  tourner.  Lorsqu'on  a 
une  concaténation  de  calculs  à  exécuter,  de  telles  Tables 
deviennent  désirables,  et  n'empêchent  pas  de  prendre 
moins  de  dix  décimales,  si  l'on  peut  s'en  contenter. 
D'ailleurs  le  superjlu^  chose  si  nécessaire,  maxime  de 
\oltaire,  est  applicable  partout. 

■        ■    '  -  ■■■■!'■  '  ■       W 

(")  Né  à  Paris,  i3  mars  1809, 


(") 


DBSARGIIBS  (*). 


Si  l'on  vous  demande  qui  est  le  fondateur  de  la  géo- 
métrie segmentaire,  répondez  Desargues. 

Si  Ton  vous  demande  qui  est  le  fondateur  de  la  stéréo- 
tomie théorique,  répondez  Desargues. 
.  Cette  théorie  était  un  but  fondamental  de  la  création 
de  rÉcole  Polytechnique;  toutefois,  j'ai  quitté  cette  aima 
mater  sans  avoir  jamais  entendu  prononcer  le  nom  de 
Desargues;  bien  plus,  je  ne  savais  pas  que  Pascal  fût  un 
géomètre.  La  lecture  des  propriétés  projectwes  de  mon 
illustre  compatriote  m'a  délivré  de  cette  grossière  igno- 
rance; plus  d'un  demi-siècle  s'est  écoulé;  cet  état  des 
choses  est-il  changé?  Ber^hollet,  Fourcroy,  Guyton- 
Morveau  nous  entretenaient  des  grands  chimistes,  Berg- 
mann,  Scheelc,  etc.,  qui  les  ont  précédés.  J'ignore  ce 
qu'il  en  est  maintenant. 

M.  Poudra,  auteur  d'un  ouvrage  remarquable  sur  la 
perspeclîve-relîef,  récemment  publié,  et  d'une  Histoire 
de  la  Perspective  encore  en  portefeuille,  acquiert  de  nou- 
veaux droits  à  la  reconnaissance  des  géomètres,  et  même 
de  la  France,  en  nous  gratifiant  des  œuvres  complètes  de 
Desargues  :  monument  élevé  à  une  gloire  nationale  et 
qui  mérite  d'être  encouragé  par  un  gouvernement  si 
essentiellement  français. 

Voici  le  contenu  de  l'ouvrage  : 

■  ■  n 

(*)  Né  à  Lyon  en  1693,  mort  en  166-2,  la  même  année  que  Pascal. 


(Les  astérisques  indiquent  les  parties  terminées,  prêtes  pour  Timpression.) 

1.  Préface. 

*  2.  Notice  biographique. 

*  3.  Notice  scientifique,  extraite  des  ouvrages  du  général 

Poncelet. 

*  4.  Nqtice  scientifique,  extraite  des  ouvrages  de  M.  Chasles. 
3.  Recherches  sur  les  divers  écrits  et  travaux  de  Desargues. 
6.  Notice  sur  les  écrits  des  auteurs  qui  ont  critiqué  De- 
sargues. 

*  7.  Perspective  de  Desargues,  i636. 

*  8.  Brouillon-projet,  etc.  (sections  coniques),  lôBg. 

*  9.  Brouillon-projet,  etc.  (coupe  des  pierres),  i64o. 
*10.  Tracé  des  cadrans  solaires^  i64o. 

*11.  Manière  de  poser  le  style,  i64o. 

*12.  Proposition  fondamentale  de  la  perspective,  i643. 

*i3.  Sur  le  compas  perspectif,  i643. 

*14'.  Trois  propositions  géométriques,  i643. 

^15.  Reconnaissance  signée  Desargues  mise  en   tête  de  la 

Coupe  des  Pierres  de  Bosse. 
*16.  Reconnaissance  signée  Desargues  mise  en  tète  de  la 

Gnomonique  de  Bosse,  i643. 
*17.  Reconnaissance  signée  Desargues  mise  en  tête  de  la 

Perspective  de  Bosse,  1647. 
*18.  Extrait  d'une  lettre  de  Desargues  (P.  Bourgouin). 
*19.  Annexe  au  brouillon -projet  (sections  coniques),  1639. 
*20.  Analyse,  par  M.  Poudra,  du  Traité  des  Sections  coniques. 

21.  Id.,  des  trois  propositions  géométriques. 

22.  Id.,  de  la  Perspective. 
23    Id.,  de  la  Gnomonique. 

2&.  Id.,  de  la  Coupe  des  Pierres. 

1°  Une  théorie  générale  de  l'involution  de  six^t  quatre 
points;  2^  la  théorie  des  pôles  et  polaires  dans  le  plan 
ei  dans  l'espace  5  3**  les  théorèmes  sur  le  quadrilatère 
coupé  par  une  transversale  et  sur  le  quadrilatère  inscrit 
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dans  une  conique,  coupé  de  même  par  une  transversale; 
4®  la  génération  des  cônes  et  cylindres;  5**  les  diverses 
sections  d'un  cône  par  un  plan  ;  6^  la  détermination  sur 
ces  courbes,  du  centre,  des  diamètres,  des  axes,  des  foyers, 
des  paramètres,  etc.,  soit  sur  la  courbé  même,  soit  dans 
le  cône  5  6^  diverses  propositions  sur  un  cercle  et  sur 
deux  cercles  ou  coniques  ;  7^  des  considérations  sur  deux 
cônes  tangents  et  les  sections  planes  qui  en  résultent; 
8°  diverses  propositions  élémentaires  d'Euclide;  9**  des 
réflexions  métaphysiques  sur  l'infini;  10®  une  autre  gé- 
nération des  sections  coniques. 

Pour  une  telle  entreprise ,  il  fallait  un  éditeur  extrê- 
mement familiarisé  avec  les  considérations  segmentaires, 
doué  d'une  grande  sagacité  et  d'une  forte  dose  de  patience; 
«ar  presque  tous  les  hommes  de  génie,  data  venia,  ont 
un  tic  :  celui  de  Desargues  est  de  s'exprimer  en  termes 
■figurés  très-étranges,  dans  un  style  très-singulier.  Aussi 
la  lecture  est  pénible  et  ce  n'est  pas  le  moindre  méiite  de 
l'éditeur,  d'avoir  redressé  tant  de  passages  tortueux,  d'a- 
voir éclairé  tant  de  coins  obscurs. 

L'Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  appelle 
l'attention  et  le  secours  du  gouvernement  sur  des  ouvra- 
ges sérieux  qui  ne  s'adressent  pas  à  la  foule;  puisse  notre 
Académie  entrer  dans  la  même  voie  déjà  indiquée  dans  le 
-célèbre  Mémoire  de  Talleyrand. 


OMISSION  D'UN  KMI. 


A  la  page  10,  on  a  omis  le  nom  de  M.  de  Jonquières, 
auteur  de  l'article  Ponsme^  ce  qu'on  regrette  d'autant 
moins,  que  le  talent  équivaut  à  une  signatur€  inimitable. 


.       (  ^5) 
BlBLtOGMfâiE. 


Théorie  ÉLÉMEntAiRE  des  approximations  humériques  ; 
par  3 ,  BôUrgêt^  professeur  de  Mathématiques  à  la 
Faculté  des  Sciences  de  Clérmont. 

Le  livre  élémeùtaire  qU6  tioud  sigttalôllâ  aut  lecteurs 
des  Nouvelles  Annales  eât  deâtiné  Spécialement  attl 
aspirants  au  baccalauréat  et  aut  Candidats  aiix  écoles. 
Ij'auteur  aurait  pu  en  recommander  àutôt  la  lecture  aU!K 
physiciens,  aux  chimistes,  et,  en  général,  à  totis  ceux 
qui,  s'occupant  de  sciences  appliquées,  ont  à  subâtltUër 
dans  des  formules  les  nombres  qui  résultent  de  leurs  ex- 
périences. 

Nous  croyons,  en  effet,  que  ce  petit  ouvrage  répatidrà 
mieux  que  tout  autre  Fusagé  des  méthodes  abrégées  dans 
les  calculs  numériques.  Elles  sont  bien  prescrîtèfS  pai*  léS 
programmes,  enseignées  dans  les  c(mrS ,  tdaïs  rarement 
appliquées  par  les  élèves^  dans  les  coinpôsitions  [*),  Dû 
reste,  il  faut  convenir  que  peu  de  personnes  savent  obteiiir 
un  résultat  avec  une  approidmatiûn  donnée,  éù  n'écrivant 
que  les  chiffres  indispensables ,  on  bien  trouver  les 
chiffres  sur  lesquels  on  peut  cormpter  dans  le  résultat 
d'un  calcul  d'après  l'incertitude  qui  règne  Sûr  leS 
données» 

Ainsi ,  l'on  rencontre  souvent  dans  les  livres  de  phy- 
sique des  coefficients  de  dilatation  avec  sept  chiffres 
significatifs^  des  capacités  calorifiques,  des  densités  et  des 


{*)  On  demandait  à  un  élèté  poiirqfuoi  il  n'ayâif  pas  appliqué  les  mé- 
thodes abrégées;  il  répondit  :  Je  n'avais  pas  le  tertips.     'tu. 
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indices  de  réfraction  avec  cinq  et  six  décimales.  En  y 
regardant  de  près,  on  voit  que  l'approximation  de  ces 
résultats  est  exagérée,  on  dirait  que  les  auteurs,  en  se 
servant  pour  calculer  leurs  expériences  des  Tables  de 
Callet ,  ont  cru  suppléer  au  moyen  des  logarithmes  à 
rinsuflSsance  des  moyens  d'observation. 

Du  reste,  l'exemple  partait  de  baut  :  l'on  trouve  dans 
le  troisième  volume  de  Laplace  les  perturbations  plané- 
taires calculées  par  Bouvard  à  moins  d'un  millionième  de 
seconde  centésimale  près,  tandis  que  l'on  pouvait  à  peine 
compter  sur  les  dixièmes  de  seconde  par  suite  des  termes 
négligés  et  de  l'incertitude  qui  régnait  sur  les  masses  des 
planètes  perturbatrices  (•). 

La  lecture  du  livre  de  M.  Bourgel  prémunira  contre 
cet  abus  des  décimales  :  dans  le  second  paragraphe,  l'au- 
teur discute  les  limites  des  erreurs  que  l'on  commet  ordi- 
nairement dans  la  mesure  des  grandeurs,  et  montre  que 
dans  le  commerce  et  l'industrie,  lorsque  l'on  effectue 
directement  cette  mesure,  qu'il  s'agisse  de  longueurs  ou 
de  volumes,  de  poids  ou  de  températures,  on  ne  peut 
pas  généralement  compter  sur  plus  de  quatre  chiffres. 
De  là  résulte  immédiatement  que  dans  les  résultats  des 
calculs  effectués  sur  ces  données  appprochées  on  ne 
pourra  pas  compter,  en  général,  sur  plus  de  quatre  chif- 
fres exacts ,  et  dès  lors  les  calculs  numériques  ne  seront 
jamais  bien  longs,  soit  qu'on  les  fasse  directement,  soit 
qu'on  les  effectue  par  logarithmes. 

Si  les  calculs  sont  faits  directement,  on  diminue  le 
travail  à  l'aide  des  méthodes  abrégées  de  multiplication 
et  de  division  :  l'auteur  donne  de  ce  procédé  de  division 
une  démonstration  simple,  que  les  élèves  pourront  ap- 


(*)  L'insuffisance  des  figures  décimales  ajoutée  à  l'insuffisance  des  ob- 
servations amé1iore-t-e1]e  les  résultats?    Tm. 
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prendre  et  retenir  avec  facilité  ;  des  exemples  bien  choisis 
suivent  les  règles  pratiques,  et  le  tableau  des  calculs  à 
effectuer,  donné  in  extenso^  montre  clairement  la  marche 
à  suivre  pour  arriver  au  résultat  en  calculant  avec  so- 
briété, nous  voulons  dire  en  écrivant  le  moins  de  chiffres 
possible. 

M.  Bourget  aborde  ensuite  les  erreurs  relatives ,  mais 
il  les  aborde  à  regret,  il  les  croit  inutiles  dans  la  pratique 
et  ne  donne  définition  et  théorèmes  que  pour  se  conformer 
au  programme  :  ici  nous  avons  peine  à  nous  rendre  à 
l'opinion  de  Tauteur  et  nous  croyons  que  la  considération 
des  erreurs  relatives  permet  d'établir  facilement  et  sans  in- 
certitude le  nombre  des  chiffres  exacts  d'un  résultat  lors- 
qu'on a  calculé  approximativement  le  chiffre  des  plus 
hautes  unités.  Le  procédé,  fondé  sur  la  multiplication  et 
la  division  abrégée  qu'emploie  M.  Bourget,  donne  comme 
douteux  des  chiffres  exacts  ;  par  exemple,  dans  le  calcul 
de  l'expression 

__  5 ,  297  X  3 , 1 28 
""  7T4Ô3 

où  tous  les  nombres  sont  regardés  comme  approchés  à 
moins  d'une  unité  près  du  dernier  ordre,  x  a  trois 
chiffres  exacts  et  le  quatrième  est  douteux,  car  la  somme 

des  erreurs  relatives  est  à  peu  près  -^ —  et  le  premier 

chiffre  du  résultat  est  2  :  M.  Bourget  ne  donne  comme 
exacts  que  les  deux  premiers  chiffres  et  barre  le  troisième  ; 
ne  vaudrait-il  pas  mieux ,  puisqu'un  peu  plus  de  préci- 
sion s'obtient  si  facilement,  se  servir  des  erreurs  relatives 
pour  calculer  rapidement  l'incertitude  du  résultat,  et 
diriger  ensuite  le  calcul  de  manière  à  obtenir  tous  les 
chiffres  sur  lesquels  on  peut  compter,  et  ceux-là  seu- 
lement ? 
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Les  applications  nombreuses  qui  termUieiil  cel  ouvrée 
éminemment  pratique  sont  habilement  choisies;  lesîéiiooi- 
cés  sont  empruntés  à  la  physique,  à  ]a  méc^i^ique^  an»» 
bien  qu'aux  diverses  branches  des  mi^thémAÛquea  pures, 
et  Içs  aspirants  au  ba.ccs^lauréat  es  sciences  y  trouvcanoat 
développées  les  solutions  de  questions  analogues  à  ceUes 
que  proposent  ordinairen\çnt  les  Facultés.  Vaut^vr^dans 
quelques-unes  de  c^s  solutions,  faî(  cette  remarqua,  déjà 
signalée  plus  haut,  quq  bs  pbysicieipia  donnem  comme 
exactes  bien  des  décino^s^les  in,çei:t9^nes. 

M.  Bourget  a  copsacré  aussi  quelques  pages  à  Tapproxi-^ 
maiion  obtenue  au  moyen  des  logarithmes  ;  i\  commence 
par  établir,  en  considérant  les  différences  ubuUires^  qu'une 
Table  à  cinjq  décimales,  commue  celle  de  M«  Houel  (*), 
est  plus  que  suffisant.e  pour  les  calculs  ordiii^^ires ,  ^pie 
presque  toujours  dans  les  logarithmes  à  sept  figures  il  y 
en  a  trois  complètement  douteuses  par  suite  de  Tincerti- 
tude  du  nombre  auquel  correspond  le  logarithme  :  une 
petite  table  à  trois  ou  quatre  décimales,  logarithmique  et 
anlî-logarithmique,  collée  sur  les  deux  faces  d'un  carton 
serait  d'une  grande  utilité  ;  suspendue  dans  tous  les  labo- 
ratoires de  physique  et  de  chimie,  elle  remplacerait  avec 
avantage  le  gros  volume  de  Callet. 

Cette  superfluité  des  grandes  Tables  est  une  vérité 
qu'on  ne  peut  contester,  mais  elle  est  encore  peu  connue 
et  l'auteur  a  eu  raison,  pour  la  présenter  sous  une  forme 
plus  saisissante,  d'en  faire  l'objet  d'un  théorème. 

Lorsqu'on  effectue  par  logarithmes  un  calcul  sur  des 
données  inexactes,  on  peut  juger  de  l'approximation  du 
résultat  à  l'aide  d'une  méthode  uniforme  et  assez  simple 


C)  Ces  sortes  de  Tables,  à  raison  de  leur  bas  prix  et  de  leur  focQiai 
portatif,  sont  utiles  aux  arpenteurs,  aux  voyageurs,  en  général,  pour  trou- 
ver firosso  modo  des  résultats  isolés.     Tu. 
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pourfigurer  dansun  traité  élémentaire  d'approximations: 
cette  marche  corniste  à  mettre  en  regard  des  divers  loga- 
rithmes Terreur  maximum  ou  V incertitude  qui  peut  af- 
fecter leurs  dernières  décimales.  La  somme  de  ces  erreurs 
donuerarerreurmaximum  de  la  somme  ou  de  la  différence 
de  ces  Ipgarithmes,  cVst-à-dire  du  logarithme  du  produit 
ou  du  quotient  qu'il  s'agit  de  calculer;  dans  Pexlractiofi 
des  racines  carrées^  cubiques,  etc..  Terreur  maximum 
du  logarithme  de  la  racine  sera  la  moitié,  le  tiers,  etc., 
de  celle  du  logarithme  de  U  puissance  \  de  rinceriitude  du 
logarithme  final  on  conclut  incertitude  du  nombre  cor- 
respondant, c'est-à-dire  du  résultat  cherché. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  le  volume  engendré  par 
unsecteur  circulaire  AOB  tournant  autour  de AO,  sachant 
que  Tangle  AOB-  est  de  35^  a4^  à  une  minute  près  et  que 
le  rayon  AO  est  de  7^>34  à  un  centimètre  près  ;  le  yohime 
sera  donné  par  la  formule 

A       3 

V=|  7r.7,34.sin'i7«>42' 

et  Ton  disposer»  le  calcul  de  la  manière  suivante  : 

Logarithmes.  Incertitude. 

11:5=7,34 0,8657a  59, 

sin  17"  4^' 1 ,4809^»  4® 

^n o,6»ao9  i 

R'....; 2,59710  177 

sin'  17»  42' 2^,96584  80 

V 2,f85o3  258 

Gmnme  lu  d^érence  talMcilaire  est  39  dan»  la  partie  de» 
Tâ^f  a  où  VoDi  eherohe  le  nonbre  correspondant  à  ce 
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logarithme,  le  volume  cherché  sera  153"^,  i  avec  9  unités 
d'incertitude  sur  le  dernier  chiffre  ;  ce  qui  revient  à  dire 
que  le  volume  est  compris  entre  i52,a  et  1549O. 

On  voit  par  ce  qui  précède  que  M.  Bourget  a  bien  raison 
d'appeler  l'attention  des  calculateurs  et  des  élèves  sur  les 
méthodes  abrégées,  puisqu'elles  permettent  de  calculer  ra- 
pidement  les  résultats  demandés  avec  toute  l'approicima- 
tion  que  comportent  les  données.  Nous  nous  associerons 
pleinement  aussi  à  ses  regrets  lorsqu'il  déplore  les  préjugés 
que  rencontre  encore  l'usage  si  avantageux  de  la  règle  à 
calcul  ]  et  en  terminant  nous  dirons  avec  l'auteur  :  ce  que 
»  faire  usage  des  Tables  de  logarithmes  à  plus  de  cinq 
»  décimales,  c'est,  presque  toujours,  perdre  un  temps 
»  précieux,  et  s'exposer  sans  profit  aux  erreurs  faciles  des 
»  longs  calculs  5  bien  plus,  c'est  vouloir  prendre  volontaî- 
»  rement  une  idée  fausse  du  résultat  final.  » 

E*    BURAT. 

Professeur  au -lycée  de  Bordeaux. 

Note  du  Rédacteur.  Dans  le  commerce,  dans  les  labo- 
ratoires, etc.,  et  dans  une  foule  d'occasions,  le  meilleur 
emploi  à  faire  des  logarithmes  est  de  s'en  passer  et  de 
s'en  tenir  à  Farithmétique  bourgeoise,  surtout  quand  on 
a  une  Table  de  Pythagore  suffisamment  étendue  à  sa  dis- 
position. J'ai  eu  à  faire  dans  ma  vie  beaucoup  de  calculs 
pour  l'artillerie,  où  l'on  prend  très-souvent  le  millimètre 
pour  unité,  et  avec  la  Table  de  Crelle,  qui  donne  les  pro- 
duits de  trois  chiffres  par  trois  chiffres,  on  peut  très-bien 
ne  pas  recourir  aux  logarithmes.  Dans  les  usines  à  calculs, 
telles  que  les  observatoires,  les  bureaux  de  statistiques, 
d'assurances,  on  ne  connaît  pas  de  méthodes  abrégées  ojfi- 
cielles,  chacun  abrège  selon  les  circonstances.  Bien  en- 
tendu le  tout  pour  des  calculs  isolés^  mais  dès  qu'il  s'agit 
d'une  concaténation  de  calculs,  les  logarithmes  sont  in- 
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dîspensables,  et  assez  souvent  sept  figures  décimales  sont 
insuffisantes,  il  en  faudrait  au  moins  dix,  comme  dans 
Vlacq;  surtout  quand  on  évalue  les  angles  par  des  sinus  et 
cosinus;  sept  chiffres  suiEsent  pour  les  tangentes.  Des 
Tables  avec  lo  décimales  sont  très-désirables  et  aussi  les 
logarithmes  des  nombres  premiers  avec  48  décimales,  tels 
que  les  a  donnés  Wolframm  et  plus  étendus  (*).  D'ail- 
leurs, ayant  lo  décimales,  rien  ne  s'oppose  à  ce  qu'on 
n'en  prenne  que  7  et  même  5,  si  l'on  peut  s'en  contenter. 
Ayons  toujours  devant  nous  cette  maxime  de  Voltaire  : 

Le  superflu ,  chose  si  nécessaire, 

la  tendance  régnante  est  d'accoutumer  les  élèves  à  se  con- 
tenter du  nécessaire,  tendance  débilitante. 


Physique  du  globe.  —  Détermination  de  la  loi  du 
mouvement  d'un  point  matériel  sur  un  plan  incliné  à 
une  latitude  quelconque,  en  ayant  égard  à  l'influence 
exercée  par  la  rotation  diurne  de  la  terre  •,  par  M.  de 
Colnet  d^Huarty  docteur  es  sciences  ,  professeur  à 
l'Athénée  de  Luxembourg.  — Luxembourg,  1 860  ;  in-8® 
de  i3  pages,  i  planche. 

Tous  les  corps  participant  au  mouvement  de  la  terre, 
c'était  une  croyance  vulgaire  qu'on  pouvait  faire  abstrac- 
tion de  ce  mouvement ,  d'après  le  principe  des  mouve- 
ments relatifs.  La  célèbre  expérience  pendulaire  de 
M.  Foucault  a  changé  les  idées.  Aujourd'hui  il  est  géné- 
ralement connu  que  les  graves  ne  tombent  pas  en  ligne 
droite  (Newton)  ;  que  le  fil  à  plomb  n'est  pas  droit 
(Puiseux)  5  que  l'extrémité  du  pendule  ne  décrit  pas  une 

(*)  Wolframm  donne  les  nombres  consécutifs  de  i  à  3353  et  les  nombres 
premiers  de  2367  à  10009  (Tables  de  Vega). 
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droite  sur  le  plan  horizontal  (Villanni  et  Foucault),  et 
M.  de  Colnet  démontre   que   les   graves  ne  décrivent 
pas  la  droite  de  plus  grande  pente  sur  un  plan  incliné. 

Â  cet  effet,  Fauteur  suppose  qu'un  càne.droit  soit  fixe- 
ment attaché  à  un  point  de  la  terre  de  latitude  donnée. 
L'axe  du  cône  est  dirigé  vers  le  zénith.  Une  molécule 
pesante  est  placée  dans  Tintérieur  du  cône.  11  s*agit  de 
trouver  les  équations  du  mouvement  de  cette  molécule 
dans  l'espace.  La  molécule  subit  l'action  de  trois  forces  : 
1®  la  pesanteur  ;  a°  la  force  centrifuge  ;  3**  la  résistance 
de  la  surface  :  les  deux  dernières  sont  variables. 

Les  données  du  problème  sont:  i^  l'angle  du  cône; 
a**  la  latitude  ;  3^  le  rayon  terrestre;  4*^  la  vitesse  angu- 
laire diurne  d'un  point  à  Tunité  de  distance  du  centre  de 
la  terre.  Les  variables  du  problème  sont  :  i^  la  distance 
de  la  molécule  au  sommet  du  cône;  a^  Tangle  du  méridien 
du  cône,  passant  par  la  molécule,  avec  ie  méridien  fixe 
terrestre  ;  3^  le  temps  ;  4^  la  vitesse  du  mobile. 

Il  y  a  deux  systèmes  d'axes  rectangulaires  ;  le  premier 
est  fixe  ;  Taxe  des  z  est  celui  de  la  terre,  et  les  axes  des  x 
eiy  dans  l'équateui*;  le  second  système  est  pour  le  cône, 
dont  Taxe  est  celui  des  z  ;  les  axes  de  x  ety  sOnl  parallèles 
à  ceux  de  la  terre  ;  ce  second  système  est  mobile. 

L'auteur  pose,  d'après  les  principes  de  dynamique, 
les  équations  aux  différenlielles  secondes  du  mouvement; 

élimine  la  force  de  résistance,  trouve  les  valeurs  de  -r-> 

d'y    d}z        ,  y.  .11..'^ 

-~-j  —  ;  néglige  ensuite  dans  les  équations  —  >   r  rayon 

conique ,  et  R  rayon  terrestre  ;  de  même ,  le  carré  de  la 
vitesse  diurne  ;  ces  diverses  simplifications  permettent 
d'évaluer  la  force  F  qui  agit  sur  la  molécule,  tangentiel- 
lement  au  cône  et  perpendiculairement  à  l'arête. 

Cette  force  F,  but  essentiel  du  problème,  renferme 
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deux  termes,  dont  Tun  renferme  la  vitesse  du  mobile,  et 
l'autre  en  est  indépendant.  Ce  second  terme  existé  dohc 
seul  et  encore  lorsque  le  mobile  est  en  repos  siir  la  sphère 
et  tetid  à  la  défortael-  ;  ce  qui  n'a  plHh  lîeu  lôrâqUë  la  terre 
a  pris  sa  forme  ellipsoïdiqûcj  a^àiertiôil  ^é  ratitdùt*  pi^ëmfel 
de  dëniontrer. 

Supposons  maintenant  un  spectateur  placé  le  loiig  de 
cette  arête,  la  face  tournée  vers  Taxe;  alors  selon  le  signe 
de  P,  il  verra  le  point  se  diriger  vers  sa  droite  ou  vers  sa 
gauche^  et  il  existe  une  arête  où  F  est  nulfe-,  alors  la 
molécule  se  dirige  sur  Tarête  sans  déviation. 

La  position  de  cette  arête  singulière  dépend  de  Tangle 
du  cône;  faisant  varier,  l'auteur  prouve  que  le  lieu  de  ces 
arêtes  singulières  est  un  cône  droit  qu'il  nomme  cône  de 
séparation,  parce  qu'elles  séparent  les  déviations  dextres 
des  déviations  senestres.  L'auteur  indique  la  construction 
géométrique  de  ce  cône,  qui  jette  un  grand  jour  sur  tous 
ces  phénomènes. 

Lorsque  l'angle  du  cône  est  nul,  on  obtient  les  dévia- 
tions des  corps  tombants  *,  et  lorsque  cet  angle  est  droit, 
on  a  le»  déviations  des  corps  se  mouvant  sur  un  plan  ho- 
rizontal :  c'est  le  cas  du  pendule  Foucault  \  l'extrémité  se 
meut  dans  un  plan  sensiblement  horizontal. 

Le  Mémoire  est  terminé  par  ces  deux  équations  finales, 
qu'on  obtient  par  l'intégration  des  équations  du  mou- 
vement : 

[6^  1 

b  —  a  *  H-  7 7,b\  cos  q  : 

p  =  angle  de  déviation  au  bout  du  temps  t^  angle  du 
méridien  du  cône  avec  celui  de  la  terre  ^ 

a  =  valeur  de  p  quand  ^  =  o  -, 

h  =  largeur  de  l'arête  du  cône; 

(j  ==  latitude;  cos  q  toujours  positif  dans  l'hémisphère 
boréal. 
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dp r  •     b^        1   ûft)  (sin  n  cosq  -+-  cos  n  sin  q  cos  p] 

a  =  vitesse  du  mobile  qu'on  suppose  devenue  conslante 
en  conséquence  du  frottement  ^ 

n  =  angle  du  cône;  inclinaison  de  Tarête  sur  le  cône; 

-4-  est  la  force  accélératrice  de  déviation. 
dt 

C'est  au  résumé  une  bonne  étude  où  l'auteur  déploie 
une  grande  habileté  de  calcul. 

Peut-être,  en  dirigeant  l'axe  des  x,  comme  d'ordinaire, 
vers  les  points  équinoxiaux,  on  aurait  eu  quelque  clarté 
de  plus. 

M.  Lafon,  professeur  de  mécanique  à  la  Faculté  de 
Nancy,  vient  de  publier  :  Mémoire  sur  la  rotation  d^un 
corps  solide  autour  d'un  point  fixe ^  in-8  de  36  pages.  Ce 
très-savant  écrit,  fondé  sur  les  équations  de  Hamilton  et 
sur  Tintégration  complète  d'un  système  d'équations  dif- 
férentielles au  moyen  d'un  certain  nombre  d'intégrales 
particulières,  n'est  pas  susceptible  d'une  analyse  élémen- 
taire. Le  chapitre  II  (p.  i6)  éclaircit  les  abstractions 
très-générales  du  chapitre  I;  dans  le  chapitre  HI  (p.  27) 
et  dernier,  on  tient  compte  de  la  rotation  de  la  terre. 
C'est,  avec  l'excellent  Mémoire  de  M.  Quet  sur  les  mou- 
vements relatifs,  la  solution  la  plus  rigoureuse  de  l'in- 
fluence de  cette  rotation,  et  qui  s'exerce  même  sur  la 
direction  des  lames  dans  les  marées  (*). 

Voir  aussi  le  Mémoire  de  M.  Poncelet  [Comptes  ren- 
dus,  t.  LI,  septembre  et  octobre). 

M.  Villarceau  a  lu  en  mars  dernier  un  travail  sur  le 
même  sujet  à  la  Société  Philomathique. 

(*)  Streffleur  (V.  von),  Die  erscheinungen  der  ehhe  undjluih  unter  dem 
einjlusse  der  rotation.  —  Phénomènes  du  flux  et  reflux  sous  l'influence  de 
la  rotation.  Vienne,  18/17. 
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SUR  L  ORIGINE  DU  MOT  THÉODOLITE. 


Dans  la  collection  anglaise  :  The  London^  Edinburg 
and  Dublin  Philosophical  Magazine^  vol.  XXVIII, 
jahvier-juin  1846,  n**XLVI,  p.  287-288,  rérudit  M.  Au- 
gust  de  Morgan  (*)  donne  en  deux  pages  ses  conjectures 
sur  la  dérivation  du  mot  théodolite.  Il  le  rencontre  déjà 
dans  un  ouvrage  anglais  publié  à  Londres  en  1571  et 
réimprimé  en  iSpi:  c'est  Geometrical  practise  named 
Pantometria^  ouvrage  commencé  par  Léonard  Digges 
(militaire,  mort  en  i573)  et  terminé  par  son  fils  Thomas 
Digges  (militaire,  mort  en^iSpS).  Le  chapitre  27  roule 
«ur  The  composition  of  the  Instrument  called  Theode- 
litus^  ce  n'est  autre  chose  qu'un  cercle  gradué  sur  lequel 
tourne  une  règle  munie  de  pinnules.  Diverses  locutions, 
telles  que  circle  called  Thcodelitus  ou  planisphère  called 
TheodelituSy  font  voir  que  le  mot  théodélite  est  employé 
ici  comme  adjectif  et  non  comme  substantif:  cercle 
théodélàé.  Le  cercle  est  placé  horizontalement^  placé 
verticalement,  cela  aurait  été  V astrolabe  de  ce  temps  et 
pas  autre  chose.  Leybourn,  dans  son  Compleat  Survoyer 
(1657),  l'Arpenteur  accompli,  nous  apprend  qu'on  ajou- 
tait quelquefois  à  cet  instrument  un  cercle  de  hauteur^ 
altitude  circle  ;  et  Stone,  dans  son  Dictionnaire  mathé- 
matique (1726),  dit  que  l'inslrument  était  quelquefois 
muni  d'un  télescope. 

Une  règle  munie  de  pinnules  et  tournant  sur  un  cercle 
gradué  entrait  dans  la  composition  de  plusieurs  instru- 
inents  d'astronomie  importés  de  l'Orient,  et  une  telle 

(*)  Né  le  27  juin  1806,  à  Maduru  (Indoslan  méridional). 
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règle  porlaut  eu  arabe  le  nuin  de  albidada,  ce  mol  fui 
aussi  appliqué  à  ces  iustrunients  [*),  Le  mot  alhidade  et 
aussi  alidade  fut  complé^çment  nalVMralisé  en  France  et 
fut  aussi  employé  par  les  écrivains  anglais  au  xvi^  siècle, 
entre  autres  par  Digges  lui-même.  Les  mots  théodolite  et 
alidade  diiï^^t  tellçn^ent  au  premier  abar49  4^^  Tidée 
df  iaire  dériyer  Tun  de  Vi^Mtrç  nesie  préseqte  p^  naturel- 
Içpient.    Cependî^nt ,    c^est    cette    dénvatiou    qu'adic^ 
M,,  de  lyiPXgaAt  avec  graiwie  probabilité.  Il  trouve  d^abo^ 
xxfip  fprwation  inte^-médiaire  dan&  l'ouvrage  c^e  M.  ,Wil- 
[\am^  Boujrn  :  Trçasu^e  for  trOtViiUiçvs^  T^'ésor  des  tça- 
vaiUçurs  (1578);  il  nç  se  sert  pas  du  pipA  théodolite, 
m.a\s  désigne  Tinstrument  de  Digge«  soi^  le  nom  dt^  hon- 
zontaj  ou  de  sphère  pla^e.  Il  co^omence  par  écrire  afyd^- 
clay  au  lieu  d'alidade,  et  puis  change  cela  et  écrit  cons- 
taminçixt  (i^thelida.  Comme  le  cercle  atlielidé  de  Boiyn 
est  le  mèjpae  ins.tri^i?CLeiit  que  Iç  cercle  théodélité  de  Digges^ 
la  dernière  déujomination  peut  provenir  par  la  corruption 
de  la  prem,ière,  ce  qui  n^a  rien  de  surprenant  dana  le 
mpyen  âge,  où  il  n'existait  rien  de  fixe  ni  pour  l'ortho- 
graphe ni  pour  la  prononciation.  La  même  voyeUe  2^vait 
divers  sons,  comme  cela  à  encore-  lieu  en  anglais^  et  en 
français  ouvrir  vient  de  operire^  o  changé  en  om;  alouette 
de  alauda^  çku  changé  en  ou;  ierre  de  hedera^  ç  change 
en  i;  l'arricle  le  s'est  confondu  avec  le  nom,^  d'où  lierre 
et  maintenant  par  redoublement  le  lierre^  et  une  foule 
d'autres  mots.  M.  Breton  (de  Chatnp)?  auquel  j'ai  com- 
muniqué ce  travail,  pense  que  l'article  anglais  thq  a^  été 
congloméré  avec  halidade,  the  halidade  et  d'où  théodqr 
lite.  Cette  étymologie  est  certes  mieux  fondée  que  celle 
qu'on  a  tirée  du  grec,  Qiao/uo^i^  et  cToAi^oç,  vçîrdeloin^ 
cela  supposé  le  télescope  5  (l  M.  de  Morgan  objecte  avec 


{*)  Al  hidai,  instrument  servant  à  se  diriger;  du  vnThchidf,  diriger. 
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raison  que  le  mol  théodélite  a  précédé  de  beaucoup  Tin- 
vention  du  télescope. 

L'iqat rumen t  consiste  principalement  dans  un  cercle 
ver(.i€£^ly  tournant  autour  dW  ane  vertical  et  muni  d'une 
régl^  k:  pinnules.  Or  le  cosmolabe  de  Jacquet  Basson 
remplit  pAifaiiemeBil  ce  but.  Cette  ingénieuse  eom- 
pofiÂtion  par  ]ea  mouvcHpaents  de  diverses  pièces,  b>0se^ 
jambes^  genou,  cuisse,  atlas,  permet  de  décrire  de»  cer- 
cles perpendiculaires  et  parallèles  à  Téquateur,  à  Thori- 
zon,  à  réclîplique,  et  même  des  grands  cercles  passant 
par  deux  étoiles  quelconques.  L'instrument  est  décrit 
dans  Touvrage  suivant  : 

Le  ÇosnujMm  o>i^  instrw^ent  imif^r^el  com^mant 
toutes  observations  qui  se  peuvent  faire  par  les  sciences 
mathématiques,  tant  au  ciel,  en  la  terre^  comme  en  la 
n»erj  4fe  finyemio^  de  M.  faqum  (sic)  Basson  (*),  pro- 
fefA^v  4esdi$^  sei^ftçes  en.  ta  ville  d^CMéuna.  A  Paris , 
par  Ph.-G.  Derovillç^,  rme  Smvit-Jaquea  («e)  près  Saint- 
Benoest)  à  lu  Coi|icor4«>  %5i6^%  iQr4^  4e  3a4  pages. 

A-  VàïM^oel  insjtjTUi^^nH,  o<i  peu&  véaondre  pratique- 
q^en%  tfm»  k$  problèmes  d'a«tron€>mie  et  de  géographie  ; 
Texécution  serait  peut-être  encore  utile  pour  les  pen- 
sionnats. 

L'instrument  de  Héron  d^ Alexandrie  (sieconde  moitié 
du.Uf  siècle  avam  notre  èpc),  nommé  dioptre.  admettant 
un  cercle  divisé  sur  lequel  se  mouvait  une  alidade  à  pin- 
nvA^A  pou^vaijt  faire  office  de  théodolite.  CcstTopinion  de 
M.  A.-J.-H.  Vincent,  Membre  <k  Vlnstitul,.  exprimée 
p^  %  d9  Sft  préface  aux  ExtroéAs  dts  manmcrits  relatifs 
4  fc  géométrie  pi?iSffiqu&  des^  Gm^cii,  in-4*'>  imprimé  e» 
i8$8',  p^^emèipe  édMiion  correcte  dtA  texte  a^veç  une  lumi- 


(*)  Professeur  de  mathématiques  à  Orléans,   date  de  naissance  el  de 
mort  inconnues. 
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lieuse  traduction,  où  nous  puiserons  quelques  renseigne* 
ments  historiques  intéressants. 

On  trouve  i^ouvrage  de  Héron ,  texte  et  traduction  la- 
tine, dans  le  Veteres  mathematici,  qui  renferme  aussi 
les  instruments  balistiques  des  Anciens,  dont  un  auguste 
Mécène  fera  publier  une  traduction  avec  des  planches 
grand  format  ;  les  machines  de  jet  sont  construites  dans 
un  atelier  organisé  ad  hoc. 


CONSEILS  AUX  LKGTEORS 

ET 

NOUVEAU  THÉORÈME  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 


1^  Lorsque  j'étudie  des  ouvrages  sérieux,  ceux  de  nos 
grands  maîtres,  par  exemple  les  divers  traités  deM.  Lamé, 
je  dresse  pour  mon  usage  trois  tables. 

a.  Table  des  notations  particulières  à  l'auteur. 

b.  Table  des  formules  et  des  équations  numérotées, 

c.  Table  des  définitions  et  des  termes  particuliers  à 
l'auteur. 

Tpujours  avec  le  quantième  de  la  page. 

Outre  la  table  des  matières,  les  ouvrages  imprimés 
devraient  contenir  ces  trois  tables,  et  même  une  table  des 
noms  d'auteurs  cités. 

Ces  cinq  tables  faciliteraient  l'étude,  les  recherches, 
économiseraient  le  temps. 

2*^  Les  noms  propres  ne  se  devinent  pas  toujours  très- 
facilement.  On  ne  saurait  donc  les  écrire  trop  lisiblement. 
Il  conviendrait ,  du  moins  pour  la  première  fois,  de  les 
écrire  en  lettres  capitales  et  d'écrire  en  toutes  lettres  les 
prénoms. 

Ces  propositions  ne  seront  pas  adoptées,  et  cela  d'après 
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Uii  théorème  oublié  dans  tous  les  traités  du  calcul  de  pro- 
babilités. 

Nouveau  théorème  du  calcul  des  probabilités, 

La  chance  d^ adoption  d'une  proposition  est  en  raison 
ini^erse  dé  la  quantité  de  bon  sens  quelle  renferme. 
Voici  quelques  applications.* 
i^  Les  fractions  continues  sont  indispensables  pour 

trouver  le  rapport  — ?  connu  des  charpentiers,  aujour- 
d'hui introuvable  pour  nos  élèves  ^  indispensables  pour 
trouver  Pintercalation  grégorienne  ;  indispensables  même 
dans  le  commerce,  pour  réduire  les  deux  termes  d'une 
fraction  à  des  termes  moindres  et  suffisamment  approchés. 

Introduira-t-on  ces  fractions  dans  renseignement?  — 
Non. 

a°  Les  fonctions  symétriques  sont  la  pierre  fondamen- 
tale de  la  théorie  des  équations  \  de  la  géométrie  seg-*- 
men taire,  géométrie  moderne. 

Introduira-t-on   ces  fonctions  dans  l'enseignement? 

—  Non. 

3°  La  méthode  projective  de  M.  Poncelet,  la  méthode 
homographique  de  M.  Chasles,  permettent  de  découvrir 
de  nombreuses  propriétés  dans  les  lignes  et  surfaces 
d'ordre  supérieur  avec  la  même  facilité  que  dans  le  cercle 
et  la  sphère  ;  facilitent  et  généralisent  les  démonstrations 
de  la  géométrie  vulgaire» 

Introduira-t-on  ces   méthodes   dans   renseignement? 

—  Non. 

4^  La  magnifique  représentation  des  couples,  admise 
aujourd'hui  dans  les  cinq  parties  du  monde,  met  à  la 
portée  des  intelligences  moyennes  les  principes  les  plus 
élevés  de  la  Dynamique,  les  phénomènes  les  plus  com- 
plexes du  système  du  monde . 


•       (  4o  ) 

Introduira-t-on  cette  représentation  ,  une  des  plus 
belles  conceptions  de  Tesprit  français,  dans  Fenseigoe- 
ment  français?  —  Non. 

5°  Les  coordonnées  trilitè/'es  pour  les  lignes  ,  quadri- 
litères  pour  les  surfaces,  inculquent  aux  formules  les  nom- 
breuses propriété»  des  fonctions  homogènes,  leur  donnent 
de  Télégance  et  des  qualités  mnémoniques ,  si  précieuses 
dans  les  recherches  mathématiques. 

Introduira-t-on  ces  coordonnées  dans  l'enseignement? 

—  Non. 

6^  Là  connaissance  des  principales  étoiles  de  preHiiëfe 
grandeur,  des  plantes  principales  industrielles  et  àKmen- 
taires,  de  quelques  principes  d'hygiène,  de  quelques  dis- 
positions de  nos  codes,  est  aussi  utile  que  d'apj^ndre 
par  cœur  des  dates  et  des  nofûs  hisfôriqties  que  fou 
oublie  le  lendemain  des  examens. 

Introdnira-*t«on  ces  conna^issances  dans  renseignement? 

—  Non. 

Tous  ces  non  sont  des  conséquences  immédiates  de 
mon  principe. 


ÉPITAPHE  n  blOPHANTE 

(TOir  l.  XIX,  p.  78). 


Correction. 
Au  lieu  de 

le  tout  égalera 

rifnconatie  x 
lisez 

le  tout  égalera 

la  moitié  d'x 

(Communiqué  par  M.  Henri  Delori» ,  élète  du  lycée  Loois-le-Gradd.) 
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BIBLIOGRAPHIE. 

Journal  fur  die  Reine   und  Angewandte  Mathematik 

(Crrlle,  t.  LVU,  3«  cahier,  1860  ) 

(Tofr  t.  VI,  p.  17) 

Géométrie. 

E.-E.  KuMMER  {*).  Théorie  générale  des  faisceaux  rec~ 
tilignes;  voir  Nowelles  Annales,  t.  XIX,  p,  302. 

M.  Abel  Traqson  a  présenté  un  Mémoire  sur  le  même 
sujet  à  l'Académie  des  Sciences 5  voir  Comptes  rendus; 
1860. 

JoH.-NiK.  BiscHOFF.  Degré  d'une  surface  développable 
doublement  circonscrite  à  une  surface  de  degré  m. 

1.  Soient  Xu  oct^x^^x,,  les  coordonnées  quadrilitères 
des  deux  surfaces  données  par  les  équations  homogènes 

I  f=  o  de  degré  m 
I  <p=  o  de  degré /ï. 

Si  par  tous  les  points  de  la  courbe  d'intersection  on 
mène  des  plans  tangents  à  la  surface  y*,  on  obtient  une 
surface  développable  donnée  par  l'élimination  de 
Xi,  x,,  Xs,  X4,  entre  les  équations  (i),  Féquation  du  plan 


{*)  Ernst-Ëduard  Kummer,  né  à  Saurau  (Basse-Lusace)  le   ug  jan- 
vier 1810,  professeur  à  Tuniversité  de  Berlin. 
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(4^) 
tangent  Çi/,  4-  Çt/t  H-  5,/j  -+-  Ufk  =  et  la  suivante 

?i»      fa,      f»,      7« 

•i»  y»»  A»  fh 

Jii9    /izf   yàsj   yia 
fui    fuy   /»iy    fît 

les  indices  indiquent  les  quotients  différentiels  pris  par 
rapport  à  la  variable  de  même  indice. 

Soient 

g  y  le  degré  {gradus)  de  cette  surface; 

c ,  la  classe  de  cette  surface; 

dy  le  degré  de  la  courbe  plane  tracée  sur  Ja  surface 
développée  et  telle,  que  chaque  plan  tangent  coupe  la  sur- 
face suivant  une  courbe  qui  a  un  doubie  point ^ 

r  le  degré  de  la  courbe  plane  telle ,  que  chaque  plan 
tangent  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  qui  a  un 
point  de  rebroussement. 

On  a 

g  =r  mn  (  3  /w  -h  «  —  6); 
c  =  mn{m  —  i); 

d  =^  —  m^  n^  [3  m  -h  n  —  6)*  —  mn  (5  /?  -H  il  m  —  26); 

r=  3/w/i  (2/w-H/ï  —  5). 

2.  Le  lieu  des  points  de  la  surface  y  (degré  m)  tels, 
que  chaque  plan  tangent  coupe  la  surface  y*  suivant  une 
courbe  D  ayant  au  point  double  au  point  de  contact,  est 
d'ordre 

£/,  =  /w  (  //i  —  2  )  (  /w'  —  /w'  -4-  /W  —  12), 

et  lorsque  la  courbe  d'intersection  R  a  un  point  de  re- 
broussement au  point  de  contact,  Tordre  est 

r^z=z/^  m{m  —  2). 
(Salmon,   Trans.  of  the  Irisch.  Acad,^  vol.  XXHI, 


(43) 
p.  4^g.  —  ScHLÀFLi,  Quart.  Journal  of  Mat.^  vol.  I, 
p.  64.) 

3.  La  surface  développable  R|  circonscrite  à  la  sur* 
i9x:^^S^  le  long  de  la  courbe  R,  est  de  l'ordre  28m(/n — a)*. 
Cette  surface  s'abaisse  si  le  long  de  la  courbe  R  deux  plans 
tangents  consécutifs  coïncident,  c'est-à-dire  si  un  plan 
tangent  kf  est  aussi  plan  osculateur  de  R;  alors  le  degré 
de  Ri  se  réduit  à  2fw(m  —  2)(3//r — 4)>  P^**  conséquent 
le  nombre  des  points  de  la  courbe  R  ou  les  plans  tangents 
sont  en  même  temps  plans  osculateurs  de  la  courbe  R,  est 

28 /w  (m  —  2)' — 2/w  (m — 2)  (  3in  —  4)  =  ^m  (*it  —  2)  (i  i/w  —  26). 

4.  La  surface  développable  D|  circonscrite  le  long  de  la 
courbe  D  est  doublement  circonscrite  et  son  degré  est 

m  {m  —  2)*(»î'  —  m^-^rn  —  9)  ('"*  —  iw'-f-'w  — 12); 

ce  degré  est  aussi  susceptible  d'abaissement  d'une  manière 
analogue  à  la  courbe  R. 

Analyse, 

E,  Heine  (*).  Sur  les  nunœrateurs  et  dénominateurs  des 
valeurs  approchées  de  fractions  continues, 

Gauss  a  donné  les  développements  des  fonctions  con- 
tinues générales  résultant  du  développement  des  quo- 
lients  de  deux  séries  hypergeométnqufs 

F(«»p--hi,7  4-i) 
F(a,p,7) 


{*)  Heinrich-Eduard  Heine^  né  à  Berlin  le  i5  mars  1821,  professeur  à 
runivcrsité  de  Herlin  depuis  i856. 
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et  en  pailieulier  du  déTeloppeinent  de  la  série  unique 

(Disquisitiones  generaltix  circa  seriem  infinitam^  etc.^ 
Comment,  récent.  Soc.  Gott^  t.  II,  i8ii-i3.) 

Dans  un  écrit  postérieur,  Gauss  appliquant  ses  formules 
à  la  série  hypergéométrique  log développée  en  frac- 
tion continue,  trouve  que  la  loi  des  dénominateurs  des 
valeurs  approchées  coïncide  avec  les  fonctions  sphériques 
et  que  chaque  numérateur  retranché  du  produit  du  dé- 

I      I     JC 

nominatc'ur  par  la  série  log donne  un  reste  dont  la 

partie  essentielle  est  encore  une  série  hypergéométrique. 

(Methodus  noua  integralùim  valores  per  approxima- 
tionem inuen.  Comm.  récent.  Soc.  Gott,^  t. lU,  i8  i4-i5.) 

M .  C.  Christoffcl  a  trouvé  la  formation  des  numéra- 
teurs (Crel/e,  t.  LV),  enfin  M.  Heine  a  trouvé  la  loi  de  for- 
mation des  numérateurs  et  dénominateurs  des  quotients 

généraux     ^    ^ — r-^-^ (Crclle^  t.  XXXR  ). 

Voici  Tobjel  du  présent  Mémoire.  Soient  lés  //  équa- 
tions linéaires 


/„_,  =  p„/„  4-  v„  /^, . 


On  sait  que  -^  se  développe  t;n  fraction  continue,  et 
que  l'on  a  en  général 

yù  —  An/,  4-  V„B„/„^,. 

F.uler  a  déjà  démontré  que  les  A  et  les  B  sont  les  déno- 
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minateurs  des  fractions  approchées  de  la  fraction  conti- 
nue ;  de  sorte  qu'on  a 

(0  /o  =  Q« /«  -f-  v„ Q„.,  /„^., , 

où  Q,  est  le  dénominateur  de  la  n**"*'  fraction  approchée 

Pu 

-r^;  on  a  de  même 

et 

L'auteur  applique  ces  résultats  aux  quotients  généraux 
de.Gauss  cités  ci-dessus  et  comme  cas  particulier  à  la 
formule 

/  .r\  X  x^ 

f(^x-,.,  .,-]  =  .+-  +  — +  ...:-.'. 

Arithmologie. 

Kroi9Eck£r   (*).  Sur  le  nombre  des  classes  de  Jorme 
quadratique  à  déterminants  négatifs. 

Problème  très-difficile,  qui  n'est  pas  encore  résolu^ 
mais  l'auteur  indique  huit  relations  entre  toutes  les 
classes  non  équivalentes  à  déterminant  négatif  —  n  et 
indiquées  par  le  symbole  G  (/î)  et  les  mêmes  classes  où  au 
moins  un  des  coefficients  extrêmes  est  négatif,  classes  indi- 
quées parle  symbole-F  (  n  )  ;  l'auteur  est  obligé  d'introduire 
encore  neuf  autres  symboles  se  rapportant  à  la  nature 
du  nombre  /i,  relativement  à  ses  diviseurs,  à  la  somme 
de  ces  diviseurs,  etc.  On  sait  que  l'abbé  Joubert  a  traité  le 
même  sujet  (Noui^elles  Annales,  t.  XIX,  p.  ^oQ\  i86o). 


(*)  Kronecker  (Leopold),  né  à  Lie{[nitK  le  7  décembre  1823,  sans  emploi 
à  Berlin. 
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Analyse  infinitésimale. 

G.  Baver.  Sur  les  fonctions  gamma  et  sur  une  espèce 
particidière  de  produits  infinis. 

Ce  produit  infini  est 

i  i  i  ^ 

(a  +  2)^  (a  -h  4)4  (rt  4.  6)^ . . .  (fl  +  21)^* 


log 


{a  ^  i)'  (a  4.  3)^  .  .  (fl  ■+-  2/H-  !)«■+-' 

-  est  le  /i'*^  coefficient  binomial  de  la  puissance  i*""*  ei  i 

doit  être  pris  depuis  o  jusqu^à  00  . 
On  a 

(Dirichlet) 

*=*    \  I  -f-2/    2  # 


//« 


=-/' 


—  V  i  r *        g*^'        .  __    ^    I     rira 


1=1 
d'où 


I       t        I  I  12 


^  a       2/ï(«-+-i)       3  a(a-hi)(/i -f- 2) 

L'a  uleui  décompose  ces  fractions  parla  méthode  connue, 


(47) 
et  întégranl  ensuite,  il  obtient 


•=»L(«-t-0'(«-»-3)^..J 

produit  infini  de  ci-dessus. 

L'auteur  parvient  à  intégrer  cette  dernière  équation  et 
obtient 

,^„l.  («  +  «^'(«-^3)^....   J 

OÙ  T„  =  1  -  )  («  4-  /i),  (  -  ]  comme  ci-dessus. 
Il  établit  également  cette  belle  relation 

m  =  i 

et  on  a  celte  identité 

-(m-f-i) 

B,„  étant  le  w'^'"*  nombre  bernouUien  de  rang  impair. 

A.   Cayley.    Démonstration  d*un  théorème  de  Jacobi 
par  rapport  au  problème  de  Pfctff  (*)  (en  français). 

Ce  problème  est  contenu  dans  ce  Mémoire,  inséré  dans 


(*)  Pfaff  (Jean-Frédéric),  né  à  Stuttgart  le  22  décembre  *l 765,  mort  à 
Halle  le  21  avril  1825. 
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les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin  (i8i4-t5)  :  Me- 
thodus  générales  œquationes  differeniiarum  particula- 
rium,  nec  non  œquationes  differentiales  vu/gares  utras- 
que  primi  ordinis,  in  ter  quatuorque  variabileSj  complète 
integrandi. 

Soît  Féquation  du  premier  ordre 

Xi  dxx  4-  Xa  dx^  -k-  X3  dx^  -f-  X4  dx^  =  o. 

Pfaff  démontre  que  si  Ton  a  une  équation  intégrale  par* 
ticulière,  on  peut  trouver  l'intégrale  générale  au  moyen 
de  deux  intégrations  complètes  de  deux  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre  entre  trois  variables  ou  bien 
d'une  équation  différentielle  du  second  ordre  entre  deux 
variables  et  d'une  équation  difTérentielle  du  premier 
ordre  entre  trois  variables.  Mais  Jacobi  dit  que  lorsqu'on 
a  trouvé  une  équation  intégrale,  on  peut  éliminer  x 
entre  cette  intégrale  et  l'équation  donnée;  il  reste  une 
équation  différentielle  de  trois  variables  qui  satisfait  à 
la  condition  d^ intégrabilité.  C'est  le  tbéorème  que  Ja- 
cobi a  probablement  démontré  dans  un  Mémoire  sur  la 
mécanique  analytique  qu'il  annonce  avoir  composé  et 
qui  n'est  pas  encore  publié.  En  attendant,  M.  Cayley 
donne  cette  démonstration  : 

Soit 

fl  =  <j)(x,,  x,,  j:^,  x^), 

Jt4  devient  une  fonction  de  a:,,  tr, ,  Xj,  et  1  équation 
do|iuée  prend  la  forme 

Y,  </.r,  -f-  Y,  dx^  -A-  Y,  dx^  =  o , 

a  étant  une  constante. 

L'auteur  démontre  qu'il  existe  une  fonction  u  de  Xi, 
j:,  ,  .7-3 ,  a  telle,  que  Ton  a 

Y.rfa:, -f-  Yjr/xj  4-  \^dx^  =  IJ du. 
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LES  TROIS  GLAIRAtlT. 


1 .  ClairAut  (Jean-Baptiste),  professeur  de  mathéma- 
tiques à  Paris.  On  ignore  la  date,  le  lieu  de  sa  naissance 
et  de  sa  mort.  Il  a  inséré  dans  les  Miscellanea  Berolineri'- 
sia  : 

i^  Trois  problèmes  :  Inscrire  un  cube  dans  un  oc- 
taèdre, un  hexaèdre  ou  un  cube  dans  un  tétraèdre  régu- 
lier; manière  de  toiser  les  onglets  des  cônes  (en  français) 

(t.  ni,  p.  i39). 

2*^  Nouvelle  espèce  de  tractoire.  On  a  un  fil  de  lon- 
gueur donnée  5  une  extrémité  porte  un  poids  placé  sur  un 
plan  horizontal  et  qu'il  ne  peut  quitter,  l'autre  extrémité 
décrit  une  ligne  donnée.  On  cherche  la  courbe  décrite 
par  le  poids  sur  le  plan  horizontal.il  décompose  la  tension 
du  fil  en  deux  forces,  Tune  perpendiculaire  au  plan  et 
qui  est  détruite,  et  l'autre  dans  le  plan.  Dès  lors  la  ques- 
tion devient  géométrique  (en  français)  (t.  IV,  p.  33), 

3^  Méihode  générale  de  trouver  des  caténaires  (en  la- 
tin) (t.  VI,  p.  20). 

L'équilibre  du  polygone  funiculaire.  Nous  le  donnons 
sous  forme  de  question  dans  les  Nouvelles  Annales. 

Manière  de  trouver  l'équation  de  la  courbe  funiculaire 
lorsque  chaque  point  est  chargé  d'un  poids  variable  sui- 
vant une  loi  donnée  (eu  latin). 

Il  a  survécu  à  ses  dix-neuf  ^^v^ous.  Après  sa  mort,  son 
vingtième  enfant,  une  fille,  a  obtenu  du  rui  une  pension 
de  1200  francs. 

Soit  pour  les  lettres,  soit  pour  les  sciences,  ses  enfants 
n'ont  pas  eu  d'autres  professeurs  que  lui. 
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2.  ClairAut  (Alexis-Claude),  né  à  Paris  le  i3  mai 
i7i3.  A  Tàge  de  douze  ans  et  demi,  son  père  le  présenta 
à  r Académie  des  Sciences  de  Paris/ où  il  lut  un  Mémoire 
sur  quatre  lieux  géométriques,  inséré  dans  le  Miscellanea 
Berolinensia,  à  la  suite  du  Mémoire  de  son  père  sur  des 
problèmes  de  géométrie.  Il  parvient  à  ces  quatre  équa- 
tions du  quatrième  degré  : 

X* -4- «'/»=«♦. 

Il  généralise  ces  équations,  discute  les  courbes  et  mène 
les  tangentes. 

A  la  fin  du  Mémoire  est  une  attestation  donnée  par 
Fontenelle  (i*'  septembre  1726)  que,  le  i3  mai  de  cette 
année,  le  jeune  homme  a  présenté  ce  travail  à  l'Acadé- 
mie, et  que  MM,  INicole  et  Pitot,  chargés  du  Rapport, 
en  ont  fait  un  grand  éloge.  Ainsi  la  précocité  mathéma- 
tique de  Glairaut  est  constatée  d'une  manière  authen- 
tique. On  n'en  peut  pas  dire  autant  de  la  précocité  de 
Pascal. 

L'illustre  géomètre  était  lié  avec  la  marquise  du  Châle- 
let;  il  a  donné  des  chagrins  domestiques  à  Thonnète 
Bezout  5  les  petits  soupers  de  Paris  ont  abrégé  ses  jours. 
Ne  dederis  mulieribus  vigorem  tuam  (Prov.,  xxxi,  2). 
Il  est  mort  le  17  mai  1765,  âgé  de  cinquante-deux  ans. 
Son  père  est  mort  peu  de  temps  après. 

3.  Clairaut  (...),  né  à  Paris  en  1716,  frère  puinë 
d^ Alexis,  a  lu  devant  l'Académie  des  Sciences,  en  1780, 
âgé  de  quatorze  ans,  une  méthode  de  former  tant  de 
triangles  qu'on  voudra,  de  sorte  que  la  somme  des  carrés 
des  deux  côtés  soit  double,  triple  du  carré  de  la  base,  d'où 
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suivent  les  quadratures  de  quelques  espèces  de  lunules. 

En  1^3 1,  âgé  de  quinze  ans,  il  a  publié  un  Traité  des 
quadratures  circulaires  et  hyperboliques,  et  est  mort  en 
1782  de  la  petite  vérole. 

Il  fallait  que  Je  père  possédât  une  excellente  méthode 
d'enseignement. 

Quelle  est  la  vraie  orthographe  du  nom?  est-ce  Clai- 
raut  ou  Clairault? 


LES  TROIS  NBTIUS  ET  LE  TÉLESCOPE. 


Au  XVI®  siècle,  les  noms  de  famille  n'étaient  pas  encore 
généralement  usités  en  Hollande.  Un  fils  ajoutait  à  son 
nom  de  baptême  celui  de  son  père.  Il  y  eut  un  Hollan-^ 
dais  nommé  Anthony  celui-ci  eut  un  fils  nommé  Adriaan 
Anthonszoon  qui  prit  une  grand  part  à  la  guerre  de  l'In- 
dépendance, était  inspecteur  des  places  fortes  et  en  bâtit 

plusieurs*,  c'est  lui  qui  est  auteur  du  fameux  rapport  — 5» 

ainsi  que  le  dit  son  fils. 

Ce  fils  porta  le  nom  de  Adriaan  Adriaanszoon^  mais, 
étant  écolier,  ses  condisciples  lui  appliquèrent  le  sobri- 
quet de  Metius^  ce  nom  lui  resta  toute  sa  vie,  et  il  est 
connu  sous  le  nom  A' Adrien  Metius,  né  à  Alkmaar  le  9  dé- 
cembre iSji  et  mort  à  Franeker  le  6  septembre  i635.  Il 
était  médecin  et  professeur  de  mathématiques  à  l'uni- 
versité de  Fraueker  et  auteur  de  plusieurs  ouvrages  d'as- 
tronomie et  de  géométrie;  mais,  chose  singulière,  ce 
même  sobriquet  fut  appliqué  à  son  père,  auteur  du  rap- 
port, et  qui  était  aussi  connu  sous  le  même  nom  Adrien 
Metius,  et  appliqué  également  à  son  frère  Jacques  Me- 
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tius  (mort  entre  1624  et  i63i),  qui  s^occupa  beaucoup  à 
Alkmaar  de  la  taille  du  verre  et  eut  la  première  idëe  du  té- 
lescope ]  mais  la  première  exécution  de  rinstrument  estdue 
à  Hans  Lippershcim,  né  à  Wesel,  mort  en  1619,  à  Mid- 
delbourg.  Il  envoya  dès  le  a  octobre  1608, un  tel  instru- 
ment aux  états  généraux  de  Hollande,  pour  obtenir  un 
brevet,  et  sur  leur  demande^  il  leur  fournit  en  décembre 
1608  un  télescope  binoculaire.  Les  lentilles  n^ëtaientpas 
de  verre,  maïs  en  cristal  de  roche. 


PREMIER  OUVRAGE  D'ARITHMÉTIQUE  IMPRIMÉ  (1478). 


Abbacbo.  Incommincia  una  practica  molia  bona  et 
utile  a  chiascheduno  che  vuole  uxàre  larte  délia  merca- 
danti'Uj  chiamata  vulgarmente  larte  de  labbacho.  A. 
Trevisio,  10  deceb.  1478. 

En  lettres  demî-gotbiques,  Sa  lignes  par  page,  en  tout 
62  feuillets,  sans  pagination,  sans  signature,  sans  ré- 
clames. Les  nombres  sont  en  chiffres  arabes;  exemplaire 
unique^  fait  partie  de  la  célèbre  bibliothèque  Libri,  dont 
la  vente  a  lieu  maintenant  à  Londres  (Catalogue,  p.  53, 
n?  470  )•  Aucun  des  bibliographes  qui  en  font  mention 
ne  l'a  vu,  excepté^ Frédéric  dans  son  ouvrage  Memorie 
Tre^figiane ^\\  le  décrit  (p.73)  et  Taltribue  à  l'imprimeur 
Michèle  Manzîolo,  un  des  plus  anciens  imprimeurs  de 
Trévîse.  Comme  Texemplaire  mentionné  par  Frédéric  a 
été  perdu  ou  égaré,  les  bibliographes  subséquents  ont 
douté  de  son  existence  et  plusieurs  ont  regardé  cette  an- 
nonce comme  une  mystification.  Car,  malgré  les  recher- 
ches les  plus  soignées  de  Brunet  et  d^autros  bibliophiles, 
on  n'a  pu  découvrir  aucun  exemplaire,  ni  dans  la  Biblio- 
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thèque  Impériale,  ni  au  Musée  Britannique,  ni  dans  au- 
cune autre  bibliothèque  publique  ou  particulière. 

Les  conservateurs  de  la  Bibliothèque  Impériale  de- 
vraient, pour  acquérir  un  si  précieux  monument  typo- 
graphique, mettre  autant  de  zèle  qu'ils  en  déploieraient 
s'il  s'agissait  d'un  pont-neuf  du  moyen  âge  ou  d'une  ma- 
zarinade  du  temps  d.e  la  frivole  et  ridicule  Fronde.  On 
fait  souvent  des  dépenses  excessives  pour  des  productions 
qui  ne  profitent  pas  à  l'esprit  humain  pour  la  valeur  d'un 
centime. 


LA  PLUS  GRANDE  PYRAMIDE  DE  GIZEH^ 

D'après  M.  A.S.  HERSCHEL  (*). 


On  a  l'équation 


cos38<>io'46"=  ung38«io'46''=  y  ^^^ =  0,7863, 


I 


Ainsi  la  tangente  et  le  cosinus  de  38®  10' 46''  diffèrent 

très-peu  de  jTT 5  de  là  un  moyen  simple  de  trouver  par 

un  facile  tâtonnement  une  droite  à  peu  près  égale  au 
quadrant  d'un  cercle. 

Soit  un  cercle  de  centre  O  j  menons  le  diamètre  AOB^ 
en  B  menons  une  tangente,  et  par  A  une  droite  AMN, 
M  est  sur  la  circonférence  et  N  sur  la  tangente,  telle  que 
AM  égale  BN  :  ce  qu'on  obtient  par  peu  d'essais-,  alors 

(*)  Quartcrîy  Journal,  octobre  1860,  p.  160. 
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AM  est  égal  au  quadrant  du  cercle  à  un  millième  du 
rayon  près. 

Les  pyramides,  près  de  Gizeh,  à  base  carrée,  sont  des 
pyramides  régulières.  Hérodote  rapporte  que  dans  la  plu9 
baute^  celle  de  Gbéops  (  i45  mètres),  Taire  d'une  face  est 
égale  au  carré  de  la  hauteur.  Un  calcul  facile  fait  voir 
que  chaque  face  fait  avec  la  hauteur  un  angle  de 
38°  io'46''5  car  cet  angle  étant  représenté  par  m,  on  a 
comme  conséquence  de  Tenon  ce  d'Hérodote 

ces  m  =  tang  m. 

De  là  on  conclut  encore  que  le  périmètre  de  la  base  di- 
visé par  la  hauteur  est  égal  à  très-peu  près  à  air.  Cela 
semble  confirmer  Topinion  singulière  émise  récemment 
que  cette  pyramide  a  été  élevée  pour  transmettre  à  la  pos- 
tiérité  le  rapport  de  la  circonférence  au  rayon  : 

The  great  Pyramid^  and  why  it  was  built^  by  John 
faylor. 

Chéops  était  antérieur  à  Abraham  ( — 2366);  les 
Egyptiens  connaissaient  donc  déjà  2  7r  avec  assez  d'exac- 
titude, du  moins  empiriquement  ;  ce  qui  n'est  pas  impos- 
sible. Archimède  (  —  281),  dans  sa  jeunesse  ayant  fré- 
quenté Euclide  à  Alexandrie,  a  pu  avoir  connaissance 
de  cette  donnée  empirique,  à  laquelle  il  a  donné  une  base 
théorique  fondée  sur  les  propriétés  des  polygones  régu- 
liers qu'on  enseignait  dans  Técole  d'Euclide. 

Voici  le  passage  d'Hérodote. 

T^  ^t  'TFu^etjxl^i  u'urii  xP^^^*  ytfiff^ect 
EtKon  trm  ^oiioftîfti^  rtjç  itti  yFXvreCKtf 
MtTOfTroç  tKXTrcv  oKra  srMOpXy  fovrtiç 
TtTfixyofvoUy  Kcct  v^ûç  iVùt. 

(HÉRODOTE,   Bl^?iOç,   B.,  ch.    124) 
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La  pyramide  même  coûta  viiigt  années  de  travail  :  elle 
est  carrée  5  chacune  de  ses  faces  a  huit  plèthres  de  largeur 
sur  autant  de  hauteur.  (Lâkcher,  t.  II,  ch.  124,  p«  io3, 
édit.  de  1786.) 

Le  plèlhre  est  une  mesure  linéaire,  sixième  partie  du 
stade,  longueur  de  100  pieds  (32^,48)5  c'est  aussi  une 
mesure  agraire  de  loooo  pieds  carrés,  un  carré  de  100 
pieds  de  côté^  ainsi  il  mesurait  9  ares.  Le  texte  d'Héro- 
dote est  obscur  et  la  traduction  française  inintelligible; 
je  ne  sais  comment  on  a  déduit  l'interprétation  anglaise. 


NOTE  SUR  L'ENSEIGNEMENT  ACTUEL  DE  LA  MÉCANIQUE. 


Voltaire  prétend  que  souvent  lorsque  deux  métaphysi- 
ciens s'entretiennent  ensemble,  l'un  ne  sait  ce  qu'il  dit, 
l'autre  ne  sait  pas  ce  qu'on  lui  dit.  Telle  est  à  peu  près 
aujourd'hui  la  position  analogue  des  professeurs  et  des 
élèves  en  ce  qui  concerne  la  science  des  forces.  Cela  m'a 
été  confirmé  par  un  juge  très-compétent,  haut  placé,  pour 
bien  connaître  la  vie  mathématique  universitaire. 

Toutefois  les  talents  pédagogiques  des  professeurs, 
l'intelligence  des  élèves  sont  incontestables.  D'où  vient 
cette  décadence  scolaire?  Elle  provient  de  ce  qu'on  a  versé 
des  ténèbres  métaphysiques  sur  une  branche  très-claire 
de  nos  connaissances  et  uniquement  dans  un  intérêt  ma- 
tériel. En  eflfet,  la  tendance  générale  du  sûècle  est  de  de- 
venir très-riche,  et  en  peu  de  temps.  La  vie  est  si  courte, 
qu'on  ne  saurait  trop  vite  s'en  procurer  les  jouissances. 
Or  la  partie  des  mathématiques  dont  les  résultats  se 
soldent  en  argent  sont  les  machines;  donc  la  ihéorie  des 
machines  doit  être  le  but  essentiel  de  la  science.  Autre- 
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fois  ou  étudiait  les  machines  en  vue  de  la  mécanique; 
maintenant  on  étudie  la  mécanique  en  vue  des  machines. 
On  a  fait  entrer  le  tout  dans  la  partie,  et  d^entrée,  on  parie 
aux  élèves  de  forces  viyes,  de  quantité  de  trav^ail,  con- 
ceptions passablement  nuageuses  pour  des  comniençants  ; 
nuages  qui  s'épaississent  même  en  avançant.  Dans  la  sta- 
tique on  ne  rencontre  pas  ces  nuages-là  :  aussi  a-t-on  sup- 
primé la  statique.  De  mon  temps,  on  enseignait  la  Statique 
de  Monge,  qui  est  d'une  telle  simplicité,  qu'on  peut 
presque  s'en  servir  dans  un  pensionnat  de  jeunes  per- 
sonnes; moins  facile,  et  infiniment  plus  substantielle  est 
la  Statique  de  Poinsot,  chef-d'œuvre  de  clarté  et  de  pro- 
fondeur; préludant  même  à  la  cinématique  du  char  cé- 
leste, belle  expression  talmudique  pour  désigner  les  mou- 
vements engrenés  de  la  grande  unité,  du  tout  cosmique.  On 
nous  fait  espérer  qu'on  doit  y  revenir  \  ce  serait  ime  vic- 
toire remportée  sur  le  génie  des  ténèbres.  Telle  est  aussi 
la  Mécanique,  production  posthume  de  Sturm,  confiée  aux 
habiles  mains  de  M.  Prouhet.  Le  premier  volume  vient 
de  paraître;  puisse  le  second  bientôt  suivre,  enrichi  de 
considérations  sur  les  mouvements  relatifs  devenus  si  im- 
portants et  en  outre  les  représentations  dynamiques  de 
Poinsot,  sujet  d'un  beau  travail  analytique  que  vient  de 
publier  le  savant  professeur  Chelini  (D.),  dont  nous  re- 
commandons l'étude  aux  élèves  studieux  :  Determinazione 
analitica  délia  rotazione  de' corpiliberi  seconda  iconcetti 
del  signor  Poinsot^  in-4*',  3o  lignes,  1860,  4o  p.  L'ana- 
lyse est  plus  simplement  exposée  et  plus  complète  que  dans 
le  célèbre  Mémoire  de  Poinsot. 

Bien  entendu,  ce  qui  précède  n'est  relatif  qu'à  la  mé- 
thode d'enseignement,  car  le  perfectionnement  des  ma- 
chines contribue  singulièrement  à  l'amélioration  du  bien- 
être  général.  Selon  l'observation  de  l'illustre  Poncelet,  le 
premier  mécanologue  du  siècle,  .les  machines,  en  sup- 
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pléant  aux  forces  physiques  de  rhomme,  ont  eu  une  part 
considérable  dans  Tabolition  de  resclavage.  Il  semble 
qu'on  devrait  diviser  la  science  en  trois  parties  distinctes  : 

x^  La  Statique,  fondée  uniquement  sur  la  notion  de 
Tégalité  de  deux  forces,  sans  s'enquérir  ni  de  MV,  ni 
deMV»; 

'    !Ji?  La  Dynamique^  où  Ton  s'enquiert  principalement 
de  MV  et  subsidiairement  de  MV*. 

3^  La  MécanoIogiCj  science  des  machines,  où  Ton  s'en- 
quiert  principalement  de  MV*  et  subsidiairement  de  MV. 
Au  moyen  de  ces  distinctions^  on  éviterait  toute  confusion 
et  le  jour  rentrerait  dans  la  science. 

Dans  le  système  actuel,  on  ne  saurait  trop  vivement 
recommander  l'admirable  Mécanique  rationnelle  de 
M.  Delaunay  (*)• 


BIBLIOGRAPHIE. 


Lï:s  TROIS  LIVRES  DE  PoRisMEs  d'Euclide,  rétablis  pour 
la  première  fois,  d'après  la  Notice  et  les  Lemmes  de 
Pappus,  et  conformément  au  sentiment  deR.  Simson 
sur  la  forme  des  énoncés  de  ces  propositions;  par 
M.Chasles,  membre  de  l'Institut  (Académie  des  Scien- 
ces). In-8,  avec  figures  dans  le  texte;  1860,  (Mallet- 
Bachelier,  libraire.) 

La  découverte  des  livres  perdus  de  Tile-Live  ferait  une 
grande  sensation  dans  le  monde  lettré.  En  effet,  une  la-^ 
cune  dans  l'histoire  remplie  par  un  grand  maître  de  l'art 

(*)  Les  Traités,  très-dignes  d'attention,  de  MM.  Freycinel  et  Résal  sont 
trop  empreints  de  métaphysique,  trop  tendus. 

Bulletin  malhémali^ue,  t.  VU.  (  ^oût  i85i.  )  S 
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est  une  précieuse  acquisition.  Toutefois,  Thistoire  poli- 
tique n'enregistre  malheureusement,  le  plus  souvent,  que 
des  aberrations, des  injustices,  des  violences  de  tout  genre, 
et  surtout  des  eûtre-égorgements  sur  une  grande  échelle. 
Telle  n'est  pas  l'histoire  intellectuelle  de  l'homme,  étran- 
gère à  toutes  ces  énormités,  et  particulièrement  cette 
partie  de  nos  connaissances  que  les  Grecs  ont  désignée 
sous  la  dénomination  de  science  par  excellence,  Mmdi^ii. 
Et  dans  cette  Mtifimç^  les  Anciens  plaçaient  au  premier 
rang  la  Géométrie.  Telle  est  aussi  l'opinion  de  l'Ecriture 
sainte  :  Dieu  a  tout  fait  avec  poids  et  mesure;  et  re- 
marquons que  si,  dans  les  temps  modernes,  les  science 
physiques  ont  fait  des  progrès  si  considérables,  c'est 
qu'on  a  suivi,  salira  venia,  la  voie  divine.  On  a  pesé,  on 
a  mesuré.  Le  célèbre  Liebîg  (^),  dans  ses  délicieuses 
Lettres  sur  la  Chimie,  dit  que  la  balance  a  tué  le  système 
d'Aristote^  la  balance  entre  les  mains  d'un  Lavoisier. 

Dans  un  autre  endroit  de  l'Ecriture,  on  rencontre 
cette  pensée  sublime  (Prov.  vin,  27)  :  En  formant  les 
mondes^  Dieu  a  posé  le  compas  (Chougue)  sur  la  face  de 
Tohomej  mot  hébreu  qu'on  traduit  par  abyme^  mais  qui 
désigne  l'espace  indéfini,  vide  de  toute  matière,  même  de 
lumière.  C'est  sur  ce  Tohome  qu'au  premier  jour  de 
l'univers  plana  l'Esprit  divin,  et  y  fît  pénétrer  la  clarté 
par  cette  injonction  célèbre  :  Fiat  lux,  qu'il  fasse  clair,  et 
non  {jue  la  lumière  soit.  Car  les  Anciens  ne  connaissaient 
pas  la  lumière  ni  dans  le  sens  cartésien,  ni  dans  le  sens 
newtonien. 

Platon  à  cette  question  :  T<  ^«tu  eso?,  Que  fait  Dieu? 
répond  Yi^/tcirpu^  il  géométnse» 

C'est  la  pensée  biblique  en  d'autres  termes.  Une  lacune 
dans   l'histoire   intellectuelle  est  bien  plus  regrettable 

{*)  Licbig  (le  baron  Justus  de),  né  h  Darmstadt  le  i3  mai  i8o3. 
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que  dans  rhistoire  politique;  il  en.  existait  une  qui  vieiït 
d*étre  remplie  par  un  Français  dont  notre  patrie  a  droit 
d'être  fîère. 

Au  commencement  du  iv®  siècle  avant  la  Rédemption, 
Euclide  a  réuni  systématiquement  toutes  les  propositions 
nécessaires  pour  démontrer  les  propriétés  des  polyèdres  ro^ 
guUers  dont  ii  est  si  souvent  question  dans  l'école  de  Pla- 
ton dont  Euclide  était  disciple^  et  il  a  écarté  soigneuse- 
ment tout  ce  qui  était  étranger  à  ce  but  (*). 

Après  vingt-trois  siècles  d'existence,  ce  chef-d'œuvre 
a  cïonservé  toute  sa  fraîcheur,  est  encore  jeune,  et  plus 
jeune  même  que  certaines  productions  nées  d'hier.  On 
savait  en  outre  qu'Euclide  avait  composé,  sous  le  titre 
de  Porismes,  un  ouvrage  où  il  ne  se  montre  plus  simple 
ordonnateur,  mais  investigateur  et  créateur  d'une  mé- 
thode exégétique.  Cet  ouvrage  a  disparu*,  mais  il  existait 
encore  à  la  fin  du  iv®  siècle  de  notre  ère,  et  un  émi- 
nent.  géomètre,  Pappus,  nous  a  transmis,  sur  son  cout 
tenu  et  sa  grande  utilité  dans  toutes  les  parties  des  mathé- 
matiques, des  renseignements  précieux  qui  en  faisaient 
regretter  vivement  la  perte.  Déjà  le  titre  même  de  Po-^ 
rismes  avait  subi  des  modifications,  Pappus  en  donne 
deux  définitions  entachées  d'obscurité  que  les  plus  grands 
géomètres  ont  vainement  cherché  à  dissiper.  II  suffit  de 
nommer  Fermât.  Enfin  l'Anglais  Simson  fît  pénétrer 
quelques  lueurs  dans  ces  ténèbres,  et  il  fut  réservé  à 
M.  Chastes  de  convertir  ces  lueurs  'en  flambeaux.  Eu 
outre,  Pappus  a  laissé  une  sorte  de  résumé  énign^atique 
des  171  propositions  des  trois  livres  des  Porismes,  et  a 
donné  des  lemmes  destinés  à  la  démonstration  de  ces 
propositions.  M.  Çhasles  a  eu  le  bonheur  de  compléter 


(*)  C'est  ropinibn  d'un  ami  de  Dcsca^^es,  prciniçr  traducteur  français 
CF.uçlidç, 
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Pappus  et  de  nous  donner  in  extenso  les  trois  livres  avec  les 
démonstrations  fondées  sur  les  lemmes  du  géomètre  grec. 
L'exposition  de  ce  travail  a  déjà  été  faite  avec  un  talent  à 
la  hauteur  du  sujet  (Bulletin^  p.  i)  ;  aussi  nous  n'avons 
garde  d'y  revenir,  mais  nous  croyons  nécessaire  de  men- 
tionner Tadmiration  qui  a  éclaté  chez  tous  les  géomètres 
de  tous  les  pays  du  globe,  et  cpii  s'exprime  souvent  en 
style  presque  lyrique*  Nous  donnerons  pour  spécimen 
une  lettre  qu'un  savant  anglais  a  adressée  a  l'éditeur 
(M.  Mallet-Bachelier),  et  l'on  sait  que  cette  nation  ne 
s'enthousiasme  pas  facilement  à  Tendroit  des  Français  : 
«  Few  thîngs  afford  me  more  instruction  and  pleasnre 
n  than  the  perusal  of  any  work  from  the  pen  of  its  il- 
n  lustrions  and  gifted  author,  who  has,  by  ihis  new  effort 
»  of  unv^earied  and  patient  industry,  not  only  exumed 
»  from  beneath  the  overlyîng  dust  of  âges  a  beautifîil 
»  monument  of  ancient  genius  and  presented  it  for  the 
n  admiration  of  modem  times,  arrayed  in  ail  the  charm 
»  of  his  own  brilliant  and  fresh  conception  and  of  his 
»  peculiary  lucid  and  attractive  language,  but  bas  com- 
n  pleted  by  its  accomplishmcnt  an  imperishable  record 
»  that  will  couple  to  the  end  of  time  the  names  of  the 
»  twOy  v^ho  in  the  whole  history  of  human  enquiry  hâve 
»  done  most  for  the  science  of  pure  geometry,  —  of  him 
»  who  in  ancient  times  transmitted  his  name  to  the 
»)  science  as  it  then  was,  —  and  of  him,  who,  in  moderB 
M   times,  has  made  the  science,  what  it  now  is,   » 

Ainsi  s'exprime  M.  Townsend,  savant  professeur  de 
ruiiiversité  de  Dublin. 

Passons  sur  le  continent. 

Trois  chaires  de  géomctric  supérieure  ont  été  créées 
dans  Fïtalie  régénérée.  M.  Cremona,  bien  connu  de  nos 
lecteurs  et  titulaire  do  la  chaire  de  Bologne,   dans  son 


(6.  ) 
discours  d'inauguration  (*),  après  avoir  tracé  un  résumé 
historique  depuis  les  premiers  linéaments  de  la  géométrie 
moderne  jusqu'à  sa  vigoureuse  constitution  actuelle,  et 
établi  qu'elle  renferme  une  méthode  exégétique,  ce  qui  la 
distingue  essentiellement  de  la  géométrie  descriptive,  et 
avoir  donné  plusieurs  applications,  dit  r 

Finalmentey  quelle  stesse  teorie  danno  la  chiav^e  per 
iscîogliere  ilfamoso  enintma  de'Porismî  d'Euclide,  che 
per  tanti  secoli  ha  eccitato  ini^ano  la  curiosità  de'geo- 
met  ri:  enimma  che  ora  ha  cessato  di  esser  taie  y  mercè 
la  stupenda  dit^inazione  fattane  de  Michèle  Chasles. 

Craignant  de  fatiguer  le  lecteur,  nous  supprimons 
d'autres  citations  du  même  genre. 

11  semble  que  le  Conseil  impérial  d'Instruction  pu- 
blique devrait  ordonner  de  placer  cet  ouvrage  dans  toutes 
les  bibliothèques  des  établissements  universitaires,  non 
pas  que  ce  soit  nécessaire  pour  le  débit  de  l'ouvrage,  mais 
dans  l'intérêt  des  études  et  d'une  gloire  française;  cela 
est  même  d'étroite  obligation  pour  la  tétrade  polytech- 
nique qui  représente  dans  ce  Conseil  les  mathématiques. 
Nous  croyons  devoir  avertir  les  professeurs  que  ce  n'est 
pas  ici  un  livre  de  pure  érudition,  mais  un  excellent  livre 
d'exercices  dans  la  Géométrie  des  Anciens,  gymnastique 
tant  recommandée  par  Newton.  Aussi  les  Porismes  doi- 
vent se  trouver  entre  les  mains  de  tout  professeur  ensei- 
gnant la  géométrie  pure.  Alcibiade  souffleta  un  instituteur 
qui  n'avait  pas  d'Homère  dans  son  école;  Euclide  est 
l'Homère  des  géomètres. 

Nous  formons  deux  vœux  : 

Puisse  notre  école  d'Athènes  nous  donner  en  grec  litté- 


(*)  Prolusione  ad  un  corsu  di  geometria  supcriore,  etc^  dat  Dottor  Lrir.i 
Çremona.  Nov.  1860.  ln-8  de  26  papes;  Milano,  1861. 
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rai  des  Porismes-Cbasles,  traduction  d'ailleurs  irès-fa- 
cile; 

Puisse  la  riche  Angleterre,  à  laquelle  nous  devons  déjà 
une  magnifique  édition  d'Arcbimède,  nous  donner  enfin 
le  texte  grec  des  Collections  de  Pappus. 

Comme  d'ordinaire,  cette  production  des  presses  Mal- 
let-Bachelier  ne  laisse  rien  à  désirer^  la  collation  facile 
du  texte  avec  les  figures  intercalées  diminuant  la  conten- 
tion d'esprit,  excite  à  l'étude.  Cette  perfection  typogra- 
phique ne  surprendra  pas  ceux  qui  ont  entre  les  mains  le 
premier  volume  de  la  Théorie  du  Mouuement  de  la  Lune, 
par  M.  Delaunay,  membre  de  l'Institut.  Chef-d'œuvre 
d'écriture  algébrique,  les  calculs  sont  présentes  avec  tant 
de  discernement,  les  lettres  si  bien  alignées  et  nivelées, 
les  divers  symboles  si  expressifs,  la  justification  si  agréa- 
ble à  l'œil,  qu'on  est  tenté  de  croire  que  M.  le  directeur 
liailleul  (*)^  par  une  seconde  vue,  a  l'intelligence  des  for- 
mules gigantesques  qu  il  peint  sur  le  papier.  Peindre  est 
ici  le  mot  propre.  Monument  typographique  sans  précé- 
dent, il  brillera  dans  les  prochaines  Expositions,  française 
et  anglaise.  L'Éditeur  et  son  puissant  auxiliaire  peuvent 
espérer  de  voir  couronner  tant  de  persévérance,  tant  de 
pénibles  labeurs,  d'honorables  distinctions.  C'est  aux 
mêmes  presses  qu'on  devrait  confier  la  publication  des 
Œuvres  de  Fermât ,  ordonnée  par  une  loi.  L'exécution 
de  cette  loi  serait  digne  de  Tauguste  Souverain  qui  encou- 
rage si  généreusement  toute  culture  intellectuelle,  esthé- 
tique, industrielle;  qui  a  élevé  si  haut  le  nom  et  le  dra- 
peau de  la  France.  O.  Terqdeu. 


(*)  Né  à  Paris,  le  9  sepleinbre  1797.  ISominé  Chevalier  de  la  Légion 
(l*honnciir  à  rExposilion  universelle  de  i855  (Décret  impérial  du  \(\  no- 
vembre i85r)). 
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LE  TALHUD  ET  KEPLER. 


Nous  voyons  le  soleil  et  les  étoiles  se  lever  et  se  cou- 
cher, tandis  que  la  terre  ne  bouge  pas  5  cette  impression  a 
naturellement  donné  le  premier  système  du  inonde,  et 
qui  a  été  admis  par  toute  l'antiquité.  Ptolémée  (-h  175) 
a  donné:  une  forme  scientifique  à  ce  système  qui  consiste 
à  rendre  la  lèvre  fixe  au  centre  du  monde  et  à  faire  tour- 
ner autourd'elle  tous  les  corps  célestes.  En  i443,  l'illustre 
Polonais  Copernic  (Nicolas)  a  renversé  ce  système  et  a 
établi,  avec  une  extrême  probabilité,  Vhypothese  que  le 
soleil  est  fixe  au  centre  du  monde  et  que  les  planètes,  la 
terre  comprise,  se  meuvent  autour.  En  i85i,  un  jeune 
Français  nommé  Foucault  (*)  a  changé  Vhypothese  en 
certitude  complète  à  l'aide  d'une  admirable  expérience 
sur  le  pendule,  et  à  l'aide  d'un  instrument  (gyroscope) 
peut-être  plusadmirable  encore,  le  célèbre  physicien  par- 
vient, non  à  démontrer^  mais  à  montrer  le  mouvement 
de  notre  globe.  De  sorte,  que  ce  mouvement  est  devenu 
une  vérité  hors  de  toute  atteinte.  La  fixité  de  notre 
globe  est  la  croyance  spontanée  primitwe.  La  mobilité 
est  la  croyance  réfléchie^  deux  genres  de  croyances  rare- 
ment identiques.  Toutefois,  plusieurs  passages  de  la 
Bible  annoncent  le  mouvement  du  soleil  et  la  fixité  de  la 
terre.  Voici  les  versets  : 

«  Que  le  soleil  s'arrête  dans  Gabaon  et  la  lune  dans 
»  la  vallée  Ajalon.  Le  soleil  s'arrêta  et  la  lune  resta 
»  fixe.  »  (Josué,  X,  12,  i3.) 


(*)  Jean-Bernard-Léon  Foucault,  né  h  Paris,  tils  d'un  libraire,  le  8  sep- 
tembre 181 9. 
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<(  tJnc  génération  s'en  va,  une  génération  arrive,  et  la 
»  terre /V5te  toujours.  »  (Eccl.,i,  4-) 

((  Il  (le  soleil)  sort  comme  le  fiancé  dessous  le  dais 
»  nuptial,  joyeux  comme  l'athlète  s^élançant  dans  la  car- 
))  rière  ;  il  part  de  l'extrémité  des  cieux  et  retourne  aux 
»  extrémités.  »   (Ps.,  xix,  4?  ^•) 

((  11  a  fondé  la  terre  sur  ses  bases  pour  qu'elle  ne  s  e- 
»  branle  à  tout  jamais.  »  (Ps.,  civ,  5.)  (*) 

Il  est  de  toute  évidence  que  dans  ces  divers  passages  oa 
admet  la  mobilité  du  soleil  et  la  fixité  de  la  terre.  Mais 
ces  passages  étant  inspirés,  soutenir  le  contraire  avait 
l'apparence  d'une  hérésie;  aussi  Galilée  ayant  professé 
publiquement  le  système  de  Copernic,  reçut,  le  i^^  mars 
i6i6,  un  premier  avertissement  d'avoir  à  cesser  une  telle 
doctrine.  N'ayant  pas  tenu  compte  de  cet  avertissement, 
il  fut  forcé  de  comparaître  à  Rome  devant  une  Commis- 
sion formée  de  onze  cardinaux,  et,  le  2a  juin  i633,  il  fut 
condamné  à  abjurerla  mobilité  de  la  terre.  Cette  fâcheuse 
décision  n'aurait  pas  été  prise,  si  la  Commission  avait 
connu  et  appliqué  cette  sage  maxime  posée  parle  Talmud 
et  dont  il  fait  un  si  fréquent  usage  : 

<(  Les  paroles  de  la  Thora  se  conforment  au  langage  du 
»  commun  des  hommes.  )> 

Et  notez  des  Hébreux,  tels  ignorants  qu'ils  étaient  il  y 
a  trente-trois  siècles. 

Kepler,  sans  avoir  jamais  lu  le  Talmud^  emploie  la 
même  maxime,  et,  chose  singulière,  presque  dans  les 
mêmes  termes,  pour  repousser  l'accusation  d'hérésie  que 
des  théologiens  portaient  contre  l'opinion  copernicienne. 
Voici  ce  qu'on  lit  dans  l'introduction  de  son  AstrononUa 

(^)  Kepler  (ait  voir  que  ce  magnifique  psaume  est  modtlé  sur  THexa- 
meron  de  la  Genèse;  les  versets  2,  3,  6,  20,  2(),  2S  correspondent  aux  six 
formations  successives  du  premier  chapitre  de  Rere  chit. 
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noi^a  (i  609)9  ouvrage  immortel  où  il  a  consigné  ces  lois  qui 
ont  servi  à  Newton  à  créer  la  mécanique  céleste,  ou  dans 
le  style  des  docteurs  du  Talmud^  la  construction  du  char^ 
comparant  le  monde  à  un  système  de  rouages,  dont  les 
pièces  solidaires  les  unes  des  autres,  forcent  les  roues  à 
marcher  ensemble  ;  idée  pittoresque  et  très-juste.  Voici 
maintenant  le  texte  de  Kepler  :  Jam  vero  et  sacrœ  litterœ^ 
de  rébus  vulgaribus  { in  çuibus  illotnim  institutum  non  est 
komines  inslruere)  loquuntur  cum  homihibus  humano 
more^  ut  abhominibus  percipiantur;  utantur  iis  quœ 
sunt  apud  homines  in  confosso,  ad  insinuandum  alia 
sublimiora  et  divina. 

«  L'Écriture  sainte,  quant  aux  choses  vulgaires,  n'a 
pas  pour  but  de  les  enseigner  aux  hommes  \  elle  parle  aux 
hommes  comme  il  est  d'usage  chez  eux ,  afin  que  ces 
hommes  puissent  comprendre.  Elle  emploie  des  termes 
vulgliirement  connus  chez  eux,  afin  de  leur  inculquer  par 
là  des  vérités  plus  élevées  et  de  nature  divine.   » 

Il  est  malheureux  qu'en  i633  les  cardinaux,  juges  de 
Galilée,  n'aient  pas  eu  égard  à  ce  que  Kepler  disait  en 
1609.  En  effet.  Dieu  ayant  créé  l'homme  à  son  image, 
c'est-à-dire  en  ayant  fait  un  être  intelligent,  a  voulu  qu'il 
se  servît  de  cette  intelligence  pour  découvrir  de  lui-même 
les  sciences;  le  but  de  la  Bible  ne  saurait  donc  être  d'en- 
seigner aucime  science,  son  but  unique  est  de  nous  appren- 
dre nos  devoirs  envers  les  hommes  et  envers  Dieu  5  ce 
qu'il  faut  faire  pour  plaire  au  Créateur,  et  ce  qu'il  faut 
éviter  pour  ne  pas  lui  déplaire  ;  voilà  ce  qu'on  doit 
chercher  dans  l'Ecriture  sainte  et  pas  autre  chose.  Les 
essais  que  l'on  fait,  avec  de  bonnes  intentions  sans  doute, 
pour  appuyer  les  sciences  sur  la  Bible  et  la  Bible  sur  les 
sciences,  sont  des  essais  malencontreux,  qui  font  du  tort 
à  l'une  et  à  l'autre;  il  suffit  de  lire  les  tentatives  que  l'on 
a  faites  pour  concilier  le  P'  chapitre  de  la  Genèse  avec 
Bulletin  matkcmatique,  t.  VII.  (Septembre  1861 .  ")  9 
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les  sciences  naiurelles.  En  dénaturant  le  but  de  la  Bible, 
on  ne  rencontre  que  des  difficultés  insurmontables.  La 
Bible  doit  perfectionner  Thomme  moral  et  la  science 
Thomme  intellectuel  \  à  chacune  sa  part  (*), 

Revenons  à  Kepler  qui  termine  ainsi  : 

«  Voici  ce  que  j'ai  à  dire  relativement  à  rautorilédc 
l'Ecriture  sainte;  quant  aux  opinions  des  Saints^  je  ré- 
pondrai par  un  seul  mot  :  eu  théologie,  il  faut  peser  les 
autorités^  mais  en  philosophie  il  faut  peser  les  raisons. 
Saint  Lactance  nie  la  rondeur  de  la  terre,  saint  Augustin 
admet  la  rondeur  et  nie  les  antipodes;  le  Saint-Office 
accorde  la  petitesse  de  la  terre  et  nie  son  mouvement. 
Mais  pour  moi  la  terre  est  ronde,  il  y  a  des  antipodes,  la 
terre  est  d'une  extrême  petitesse  et  se  meut  dans  l'espace, 
car,  en  philosophie,  la  sainte  vérité  doit  être  Tautorité 
prépondérante.  » 

Le  célèbre  Borelli,  qui  le  premier  a  trouvé  la  loi  du 
choc  des  corps  durs(Z^e  vi  percussionis^  Bononise,  1667), 
Tauteur  du  célèbre  ouvrage  sur  le  mouvement  des  ani- 
maux [Demotu  animaliwn^  2  vol.  Romae,  1681),  et  qui 
est  mort  (1679,  3o  déc.)  dans  la  dernière  misère  dans  un 
couvent  de  Rome,  en  enseignant  l'astronomie,  était  obligé 
de  dire  :  «  Ita  sancta  doc  et  Ecoles  ia,  ita  credenduni,  » 

M.  Licber,  libraire,  vient  de  faire  tirer  un  portrait  au- 
thentique de  l'immortel  astronome  wurtembergeois  ;  sur 
cette  belle  page,  le  grand  artiste  de  là-haut  a  mis  en  relief 
une  haute  intelligence,  une  extrême  bonté  et  les  traits 
d'une  naissance  distinguée.  Au  premier  aspect,  on  devine 
un  homme  d'élite,  brillant  par  la  pensée,  par  la  fermeté 
du  caractère,  par  la  persévérance,  dons  du  génie  créateur. 
Toutefois  Kepler  a  passé  une  partie  de  sa  vie  à  tendre  la 
main  à  ses  augustes  protecteurs  pour  obtenir  du  pain. 


(")  Les  données  numériques  de  la  Bible  ne  s'accordent  presque  jamais 
entre  elles. 
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dont  sa  famille  manquait  souvent;  il  est  mort,  luttant 
contre  une  extrême  pénurie. 

Albert  Girard  a  succombé  sous  les  dures  étreintes  d'une 
profonde  misère. 

Borelli  expire  dans  un  obscur  hôpital  de  Rome. 

A  Tâge  de  70  ans,  Galilée  est  stigmatisé,  non  par  les 
tortures,  mais  par  les  angoisses  et  les  terreurs  effrayantes 
de  Tinquisition,  fille  de  l'enfer. 

.  Leibniz,  recherché  de  tous  les  souverains  de  l'Europe, 
mourant  disgracié^  est  enterré  nuitamment,  n'ayant  pour 
tout  cortège  qu'un  obscur  juif,  son  fidèle  disciple  (t.  XII, 
p.4i8). 

De  nos  jours,  l'inventeur  de  l'hélice  maritime,  qui  a 
brisé  le  sceptre  de  Neptune  entre  les  mains  de  TAnglais, 
s'est  éteint  dans  une  maison  de  santé  d'un  faubourg  de 
Paris.  Où  est  sa  statue?  Celle  de  Madame  Dubarry  brille 
parmi  les  gloires  de  la  France  à  Versailles. 

Parmi  les  hauts  enseignements  que  nous  devons  à 
l'Écriture  sainte,  un  des  plus  instructifs  est  à  mon  sens 
celui-ci  :  «Dieu  se  repentit  d'avoir  fait  l'homme  (Ge- 
nèse, VI,  6).  » 


JOACHIHSTHAL. 


Dans  le  Journal  de  Crelle-Borchardt  qui  vient  de  pa- 
raître (t.  LIX,  cah.  2,  p.  m),  on  lit  un  Mémoire  de 
vingt-cinq  pages  sur  cette  question  épineuse  :  Détermi- 
ner le  nombre  des  normales  réelles  qu'on  peut  abaisser 
d'un  point  donné  sur  un  ellipsoïde.  Une  puissante  et 
lucide  analyse  fait  disparaître  ces  épines.  C'est  le  chant 
du  cygne.  11  n'a  pas  été  donné  au  célèbre  géomètre  de 


(  68  ) 
voir  la  publication  de  son  Mémoire  :  déjà  il  avait  terminé 
sa  carrière  terrestre. 

Joachimsthal  (Ferdinand),  né  à  Goldberg  (Silésie)  le 
9  mars  1818,  est  mort,  professeur  à  Puniversité  de  Bres- 
lau,  le  5  avril  1861 ,  âgé  de  quarante-trois  ans.  Les  pro- 
fesseurs connaissent  les  beaux  théorèmes  sur  les  nor- 
males à  Tellipse  dont  il  a  enrichi  les  Nouv^elles  Annales. 
11  a  inséré  dans  la  collection  Crelle  onze  Mémoires 
sur  les  sujets  les  plus  variés.  Sa  tendance  principale  le 
portait  vers  les  applications  géométriques.  Non  content 
d'établir  d'élégants  et  nouveaux  théorèmes,  il  s'efforçait 
de  ramener  tout  aux  principes  fondamentaux.  Il  procé- 
dait de  la  même  manière  dans  ses  leçons  publiques,  ce 
qui  l'avait  mis  au  premier  rang  dans  renseignement  des 
universités  allemandes.  Sa  mort  prématurée  occasionne 
une  double  perte  sous  le  rapport  de  la  propagation  de 
la  science  et  de  ses  progrès. 
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Tables  portatives  de  Logarithmes,  contenant  les 
rîthnies  des  nombres  depuis  i  jusqu'à  108000,  etc.; 
par  François  Callet,  Entièrement  revues  et  corrigées 
par  M.  Saigey^  édition  stéréotype  de  Firmin  Didot. 
In.8^  Paris,  1861  (♦). 

Dans  des  communications  directes  que  j'ai  eues  en  1867 
et  i858  avec  MM.  Ambroise  et  Hyacinthe  Didor,  sous  les 
auspices  de  M.  Biot,  j'ai  fait  connaître  à  ces  messieurs 


(*)  Ces  Tables,  chose  singulière,  n'ont  pas  de  table  des  matièrei  et  ne 
contiennent  aucun  renseignement  arithmologique.     Tu. 


(%) 

558  fautes  qui  entachaient  les  Tables  de  Callet,  et  j'ai 
porté  les  corrections  sur  des  feuilles  d'épreuve  qu'ils 
m'avaient  remises  à  cet  effet.  Je  leur  annonçais,  en  même 
temps,  que  M.  J.  Hoûel,  docteur  es  sciences,  qui  aVait 
coUatiormé  avec  moi  la  dernière  partie  de  la  Table  des 
logarithmes  des  nombres  à  7  décimales  sur  le  manuscrit 
des  grandes  Tables  du  Cadastre  (*),  s'occupait  de  vérifier 
les  logarithmes  des  lignes  trîgonomélriques  du  cinquième 
degré,  très-inexactement  calculés  de  seconde  en  seconde 
par  Callet  {**).  J'engageais  enfin  MM.  Didot,  lorsqu'ils 
auraient  donné  aux  Tables  la  correction  n^atérielle  qui 
leur  manquait,  à  remplacer  par  une  Introduction  nouvelle 
le  Précis  élémentaire  sur  V explication  des  logarithmes  et 
sur  leur  application,  etc. 

Ces  conseils  ont  porté,  au  moins  en  partie,  leurs  fruits. 
Les  erreurs  que  j'avais  signalées  ont  été  corrigées,  et 
M.  Saigey  a  été  chargé  d'opérer  une  révision  générale  de 
l'ouvrage  de  Callet.  Voici  en  quels  termes,  dans  la  Préface 
du  tirage  de  1861  sur  laquelle  MM.  Firmin  Didot  frères, 
fils  et  C®  appellent  l'attention  publique,  l'éditeur  annonce 
la  mission  qui  lui  a  été  confiée,  et  la  manière  dont  il  l'a 
comprise  et  exécutée  (***)  : 

((  MM.  Didot  m'ayant  chargé  de  surveiller  les  cor^ 
»  rcctions  indiquées  par  ces  deux  derniers  géomètres 
»  (MM.  Bremiker  et  Lefort),  je  pensai  qu'il  ne  fallait 
»  pas  s'en  tenir  là,  mais  réaliser  enfin  le  vœu  de  leur 
»  père,  en  s' adressant,  non  plus  à  des  collections  d'hom-. 
»  mes,  qui  ne  font  jamais  rien  de  bon  ni  de  complet,  mais 

(*)  Noir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  %,  XVIÎ,  i858;  bibliogra- 
phie, p.  41  et  suivantes. 

(»*)  i6.,  p.  ,8  et  19. 

(***)  Cette  Préface,  tirée  à  part  et  accompagnée  d'une  lettre  d'envoi,  pa- 
rait avoir  été  distribuée  à  un  assez  grand  nombre  d'exemplaires. 
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»  à  un  seul  calculateur,  qui  fit  la  chose  pour  elle-même, 
»  et  non  pour  favoriser  quelque  entreprise  rivale,  ou  dans 
»  un  esprit  de  simple  dénigrement. 

»  Ce  travail,  purement  laborieux  et  sans  mérite,  je  Taî 
n  exécuté  en  1859  et  1860.  J'ai  préféré,  généralement, 
I»  suivre  les  méthodes  synthétiques  des  premiers  calcula- 
»  teurs;  car  j^attribue  les  nombreuses  erreurs  de  Callet 
»  à  Tusage  qVil  a  fait  des  formules  expéditives,  mises  en 
»  vogue  par  les  auteurs  des  grandes  Tables  du  Cadastre, 
»  surtout  à  cette  méthode  des  différences  et  interpolations, 
»  qui  laisse  toujours  de  l'incertitude  sur  les  résultats,  et 
»  dans  des  cas  particuliers  ne  peut  assurer  la  dernière  dé- 
»  cimale  d'un  logarithme.   » 

L'incorrection  grammaticale  du  premier  paragraphe, 
qui  tient  sans  doute  à  quelques  fautes  d'impression  (*), 
permet  difficilement  d^assigner  un  sens  précis  à  la  longue 
phrase  qui  le  compose.  Toutefois,  elle  veut  dire,  ce  me 
semble,  que  M.  Saigey,  par  ses  efforts  individuels,  a  pro- 
duit un  travail  bon  et  complet;  qu'il  n'a  pas  fait  connaître 
les  erreurs  de  Callet  pour  favoriser  une  entreprise  rivale, 
comme  M.  Bremiker,  ou  dans  uu  esprit  de  simple  déni- 
grement, comme  M.  Lefort.  Je  doute  que  le  D''  Bremiker 
éprouve  plus  que  moi  le  besoin  de  répondre  à  de  sem- 
blables imputations,  mais  il  partagera  certainement  ma 
surprise,  s'il  vient  à  lire  un  remercîment  stéréotypé  en 
pareils  termes,  à  l'occasion  de  corrections  dont  nous  avons 
fait,  l'un  et  l'autre,  la  majeure  partie  des  frais  (**). 

(*)  La  supposition  est  légitime,  car  il  existe  une  faute  d'impression  très- 
réelle,  page  6,  ligne  33>  et  elle  s'applique  précisément  à  la  correction  d'une 
faute  d'impression  : 

Au  lieu  de log  Sag^S    (5  lisez  6) 

Il  faut log  52943     (6  lisez  5) 

C***)  Fautes  reconnues  par  le  travail  de  M.  Bremiker 1378 

9  »  M.  Lefort 558 

Ensemble 1936 
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Je  ne  puis  èlre  d^ aussi  facile  composition  sur  la  rédac- 
tion du  second  paragraphe.  Les  jeunes  gens  auxquels  la 
nouvelle  édition  des  Tables  est  principalement  destinée, 
doivent  être  mis  en  garde  contre  les  appréciations  erronées 
qu'elle  renferme.  Il  est  bon  qu'ils  sachent  que  Prony  et 
Legendre  sont  les  principaux  auteurs  des  grandes  Tables 
du  Cadastre;  que  tous  deux  étaient  de  très-habiles  calcu- 
lateurs; que  le  second  était  de  plus  un  profond  géomètre; 
qu'ils  n'ont  mis  en  vogue  aucune  formule  expédilive  ca- 
pable  d'induire  en  erreur;  que  la  méthode  des  différences 
qu'ils  ont  employée  ne  laisse  jamais  d'incertitude  sur  les 
résultats,  quand  on  sait  s'en  servir;  que  cette  méthode  est 
la  seule  à  suivre  pour  le  calcul  de  Tables  un  peu  éten- 
dues ;  que  les  nombreuses  erreurs  commises  par  Gallet  (*) 
tiennent  à  ce  qu'il  était  un  très-médiocre  géomètre,  et 
qu'il  a  fait  un  mauvais  usage  d'une  méthode  défectueuse, 
assez  peu  clairement  exposée  par  lui  aux  pages  64,  65,  6& 
et  67  de  son  Précis  élémentaire. 

C'est  une  rude  besogne  que  la  révision  d'une  collection 
de  Tables  comme  celles  de  Callet  :  il  y  a  là  autre  chose 
qu'une  simple  correction  d'épreuves.  Je  ne  prends  donc 
pas  au  mot  M.  Saigey,  lorsqu'il  appelle  son  oeuvre,  l'exé- 
cution d'un  travail  purement  laborieux  et  sans  mérite  : 
je  suis  mêçne  tout  disposé  à  croire  que  ses  corrections  ne 
laissent  rien  à  désirer,  partout  où  il  a  jugé  convenable 
d'en  faire;  mais  je  ne  puis  comprendre  sa  prétention  à 
une  révision  complète,  alors  qu'il  signale  lui-même  des 
lacunes  qui  ne  sont  pas  sans  importance. 

o- 1                .   ^   loi'sin/ij:   logtanear    ,,  .      ,  ^  - 

01  les  quantités  -2 ,  — ~ —  5  désignées  par  Cal- 
let sous  les  lettres  S  et  T  en  tête  des  pages  des  logarithmes 


(*)  Callet  (François),  né  à  Versailles  le  25  octobre  1744»  mort  à  Paris 
le  14  novembre  1798.     Tm. 
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(les  nombres,  ont  été  corrigées,  les  quantités  V,  qui  expri- 
ment les  variations  pour  lo"  de  S  et  de  T  et  qui  n'étaient 
pas  moins  incorrectes  qu'elles,  ont  été  conservées.  Ayant 
reculé  devant  un  travail  de  remaniement  aussi  étendu, 
M.  Saigey  conseille  aux  calculateurs  de  ne  pas  tenir 
compte  de  ces  variations.  N'eût-il  pas  mieux  valu  les  faire 
complètement  disparaître? 

Une  des  Tables  de  Callet  contient  les  sinus  naturels  et 
leurs  logarithmes  à  i5  figures,  ou,  pour  parler  plus  exac- 
tement, donne  les  sinus  naturels  avec  i5  décimales  et  les 
logarithmes  avec  i4  décimales.  M.  Saigey  avertit  que  les 
sinus  et  les  logarithmes  ont  été  extraits  de  9  en  9  de  la 
Trlgonometria  Biitannica^  il  ne  dit  pas  de  quelle  ma- 
nière Callet  s'est  procuré  les  nombres  intermédiaires.  Il 
annonce  avoir  conféré  la  Table  de  Callet  avec  celle  de 
Briggs;  qu'on  (^)  a  pu  corriger  les  sinus  naturels  de  Callet 
diaprés  les  grandes  Tables  du  Cadastre;  que  les  loga- 
rithmes de  Briggs  sont  erronés  de  i  à  4  unités  sur  la 
dernière  décimale;  que  cette  dernière  décimale  n'a  pas 
été  corrigée  dans  la  Table  de  Callet.  Mais  il  ne  fait  en 
aucune  façon  connaître  le  degré  d'exactitude  de  la  Table 
pour  les  logarithmes  interpolés.  On  peut  en  conclure  que 
tous  ces  logarithmes  ^Rit  au  moins  aussi  inexacts  que  les 
logarithmes  de  départ.  Pourquoi  inscrire  des,  décimales 
incorrectes?  Il  eût  été  préférable  sans  doute  d'opérer  une 
collation  complète  sur  les  grandes  Tables  du  Cadastre  (**), 
et  de  se  borner  à  inscrire  les  1 2  décimales  exactes  que  ces 
Tables  peuvent  assurer.  Ce  parti  eût  été  d'autant  plus 
sage  que  le  degré  de  précision  des  logarithmes  de  la  Tri- 

(*)  Qui  on? 

(**)  On  sait  qu'un  des  exemplaires  manuscrits  des  grandes  Tables  du 
Cadastre  est  déposé  à  la  bibliothèque  de  rObservatoirc,  et  que  j'ai  ob- 
tenu le  don  du  second  exemplaire  en  faveur  de  la  bibliothèque  de  Tln- 
sttlut* 


(73) 
gonometria  Bntannica  n'est  pas  tel  que  Tannonce 
M.  Saigey,  sur  Tautorité  de  Delambrc  qu'il  ne  cite  pas. 
Après  avoir  vérifié  la  totalité  des  points  communs  aux 
Tables  de  Brîggs  et  aux  Tables  du  Cadastre,  j'ai  reconnu 
que  les  logarithmes  de  Briggs  étaient  souvent  en  erreur 
de  6  à  lo  unités  du  dernier  ordre,  et  que  l'erreur  s'élevait 
jusqu'à  17  unités.  Je  citerai  en  particulier  le  log  o*ï,  186, 
dont  la  valeur  est  très- fidèlement  reproduite  par  Callet 
d'après  Briggs.  Les  Tables  de  Callet  n'assurent  donc  pas 
plus  la  i3®  décimale  que  la  i4®-  J'ajouterai  que  la  Tri- 
gonometria  Britannica  de  Briggs  est  un  ouvrage  d'une 
correction  très-rare,  et  que  la  faute  signalée  par  M.  Sai- 
gey,  et  depuis  longtemps  connue,  ne  suffit  pas  pour  en 
infirmer  la  valeur. 

C'est  uniquement  aux  yeux  des  esprits  superficiels  que 
peuvent  paraître  futiles  les  minutieuses  précautions  prises 
parles  éditeurs  des  Tables  les  plus  recommandables,  pour 
obtenir,  à  une  demi-unité  du  dernier  ordre  près,  la  valeur 
des  nombres  qu'ils  ont  inscrits.  Un  calculateur  intelli- 
gent doit  toujours  savoir  le  degré  d'approximation  qu'il 
recherche,  et  le  degré  d'approximation  qu'il  peut  obtenir. 
Il  ne  peut  parvenir  à  ce  dernier  résultat  que  par  l'usage 
de  Tables  construites  elles-mêmes  suivant  un  ordre  d'ap- 
proximation nettement  défini  et  scrupuleusement  suivi. 
Des  Tables  exactes  à  6  décimales,  par  exemple,  offrent 
toutes  sortes  d'avantages  sur  des  Tables  à  7  décimales, 
dont  la  dernière  figure  serait  incorrecte. 

Dans  le  tirage  de  1861,  V jivertissement  de  Callet  et  le 
Précis  élémentaire  sont  restés  ce  qu'ils  étaient  en  1795, 
c'est-à-dire  entachés  d'une  fausse  érudition  (*),  et  absolu- 
ment impropres  à    autre   chose  qu'à  enseigner  l'usage 


{^)  Par  exemple,  on  apprend  dans  Tavertissement  de  Callet  que  les  lo- 
garithmes des  sinus  de  seconde  en  seconde  pour  les  quatre  premiers  de- 
Bulletin  mathématique,  t.  VII.  (Octobre  1861.)  lO 
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matériel  des  Tables,  Eu  voyant  le  respect  scrupuleux  de 
MM.Didot  et  C*  pour  les  indigestes  élucubra lions  de  Cal- 
let,  quelques  personnes  pourront  regretter  qu'ils  n  aient 
pas  montré  le  même  sentiment  de  réserve  à  l'égard  de  la' 
Géométrie  de  Legendre.  Serait-ce  parce  que  les  Éléments 
de  Géométrie  n'ont  pas  été  clichés? 

Ces  critiques  me  paraissent  établir  surabondamment 
que  la  révision  de  Touvrage  de  Callet  n'a  pas  été  com- 
plète. On  pourrait  même  penser  que  toutes  les  précau- 
tions n'ont  pas  été  prises  pour  assurer  la  parfaite  exacti- 
tude d'une  révision  partielle.  M.  Saigey  relève  en  effet,  à 
la  charge  de  M.  Bremiker,  4  fautes  dans  la  4^^  ^~ 
lion  des  Tables  de  Véga,  qui  lui  a  servi  pour  corriger 
Callet.  Pourquoi  M.  Saigey  n'a-t-il  pas  fait  usage  de 
la  43^  édition  des  mêmes  Tables,  publiée  en  iSSpPIl  n'y 
aurait  trouvé  aucune  des  quatre  fautes  qu'il  signale,  car 
elles  ont  disparu  dans  les  tirages  faits  depuis  1857. 
M.  Saigey  ne  dit  pas  un  mot  du  recueil  de  Schrôn 
(Brauuschweig,  1860)5  il  méritait  cependant  une  men- 
tion, et  une  mention  honorable. 

Je  ne  m'attacherai  pas  à  discuter  les  procédés  de  calcul 
qui  sont  vantés  dans  la  Préface  au  détriment  de  la  mé- 
thode des  différences,  mais  je  ne  puis  laisser  attribuer  à 
Gardiner  un  mérite  qui  appartient  tout  entier  à  Vlacq. 
Gardiner,  cet  habile  calculateur,  comme  l'appelle  M.  Sai- 
gey, n'a  pas  donné  le  premier  les  logarithmes  trigono- 
mélriques  de  10''  en  lo''-,  il  ne  les  a  pas  calculés;  il  les  a 
pris  dans  la  Tngonometria  Artificialis  (*).  C'est  là  qu  il 


grés  ont  été  calculés  par  le  citoyen  Mouton;  que  le  C.  Lalande  a  fait 
connaître  le  manuscrit  au  P.  Pezenas,  etc.  On  se  douterait  difficilement 
après  cette  lecture  que  le  citoyen  Mouton,  né  en  1G18  et  mort  en  1694, 
était  un  chanoine  de  la  collégiale  de  Saint-Paul  de  Lyon,  et  un  contem- 
porain du  citoyen  Newton. 

(*)  Trigonontetria  Artificialis. ..ah  Adriano  yiacco....Goud9e,  i633.In-ful. 
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a  trouvé  log  cos  24° 55' 3o"  =  9.95764  oSSoo,  dont  il  a 
fait  9.9375404.  Il  est  d'ailleurs  assez  curieux  de  remar- 
quer que  le  nombre  de  Vlacq  est  correctement  écrit  avec 
10  décimales  et  que  le  nombre  de  Gardiner  est  incorrecte- 
ment écrit  avec  7,  comme  l'a  prouvé  le  calcul  du  D*^  Bre- 
miker. 

Gardiner,  pas  plus  que  Callet  et  tant  d'autres,  n'a  cal- 
culé à  nouveau  les  Tables  de  Logarithmes,  il  s'est  borné 
à  être  réditeur  intelligent  des  Tables  déjà  construites,  et  à 
en  prolonger  quelques-unes.  Sous  ce  double  rapport,  Gar- 
diner est  resté  très  -supérieur  à  Callet. 

Que  MM.  Didot  et  C®  me  permettent  de  leur  adresser, 
en  terminant  celte  Note,  un  conseil  d'autant  plus  désinté- 
ressé que  je  me  propose  de  publier  moi-même  des  Tables 
de  logarithmes  à  7  décimales.  Je  les  engage  à  modifier 
par  un  carton  la  nouvelle  Préface,  qui  laisse  bien  quelque 
chose  à  désirer;  à  faire  sauter  les  chiffres  incertains  ;  à  ne 
conserver  du  Précis  de  Callet  que  ce  qui  est  relatif  à 
l'usage  des  Tables;  à  suppléer  enfin,  par  de  grands  soins 
dans  le  tirage  et  dans  le  choix  du  papier,  à  l'usure  évi- 
dente des  caractères  stéréotypes  qu'ils  continuent  à  em- 
ployer. A  ces  conditions,  ils  donneront  une  nouvelle  édi- 
tion des  Tables  dç  Callet  supérieure  encore  à  l'édition 
de  1861 ,  quoique  je  n'osasse  affirmer  qu'elle  ne  contiendra 
plus  la  moindre  erreur  (*).  F.  Lefort  (**). 


(*)  Extrait  de  la  lettre  d^ avertissement  publiée  par  MM.  Firmin  Dido^ 
frères,  fils  et  C  : 

«  La  réTision  générale  que  M.  Saigey  a  faite  de  ces  Tables,  en  utilisant 
»  les  recherches  récentes  de  calculateurs  habiles,  et  en  recommençant  tout 
»  le  travail  de  Callet,  par  des  procédés  plus  certains,  nous  permet.  d''af- 
n  firmer  que  cet  ouvrage,  qui  jusqu'à  présent  avait  été  considéré  comme 
»  le  plus  correct  en  ce  genre,  est  maintenant  d'une  exactitude  plus  scrupu- 
»  leuse  encore,  et  ne  contient  plus  la  moindre  erreur.  » 

(**)  Pierre-Alexandre-Francisque  Lefort,  né  à  Paris  îc  i3  mars  i8op. 

Tm. 
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Note  du  Rédacteur.  Cette  critique  judicieuse  et  spi- 
rituelle, outre  son  mérite  scientifique,  donne  une  excel- 
lente leçon  de  morale  sur  la  réserve  que  nous  autres 
nains  devons  mettre  en  parlant  des  géants. 

Principe  général.  Dans  une  Table  de  nombres  incom- 
mensurables, la  dernière  décimale  doit  être  exacte  à  une 
demi -unité  près  de  Tordre  de  cette  décimale,  et  un  point 
placé  sur  cette  décimale  doit  faire  connaître  si  cette  demi- 
unité  est  par  excès  ou  par  défaut;  pour  les  logaritbmes, 
il  est  essentiel  de  tenir  compte  des  diverses  corrections 
indiquées  sur  les  Tables  de  Bremiker  et  autres  dans  les 
jistronomische  Nachrichten. 


Mémoire  sur  le  mouvement  des  noeuds  de  la  Loue  et 
sur  l'inégalité  en  latitude  qui  donne  la  mesure  de 
Taplatissement  de  la  terre;  par  M.  G.  Lespiault^ 
professeur  à  la  Faculté  de  Bordeaux.  In-8^  de  54  pages; 
Paris,  1861  avec  figures  dans  le  texte. 

De  récentes  discussions  d'astronomie  donnent  à  ce 
Mémoire  un  intérêt  de  circonstance  dont  le  mérite  in- 
trinsèque est  parfaitement  indépendant.  L'auteur  consi- 
dère le  couple  qui  fait  tourner  la  terre  et  son  satellite 
autour  de  leur  centre  de  gravité  commun;  par  ce  point 
menant  les  trois  parallèles,  à  l'axe  de  l'écliptique ,  aux 
axes  de  rotation  de  la  terre  et  de  la  lune,  il  admet,  d'après 
Cassini,  que  ces  trois  axes  sont  sensiblement  dans  le 
même  plan;  de  là  on  déduit  facilement  la  position  et 
Tintensité  du  couple.  Or  deux  forces  poussent  les  deux  pla- 
nètes vers  le  soleil  ;  si  Ton  transporte  ces  forces  au  centre 
commun  des  deux  planètes,  il  naît  une  résultante  et  un 
couple  infiniment  petit  perturbateur  du  premier  couple, 
fie  sorie  qu'à  chaque  instant  il  y  a  un  couple  résultant, 
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variable  de  position  et  d'intensité.  Décomposant  ce  couple 
en  trois  autres,  Fauteur  en  déduit*  les  trois  inégalités  :  i^  la 
variation;  2?  la  rétrogradation  de  la  ligne  des  nœuds; 
3®  l'oscillation  de  l'orbite  lunaire. 'Viennent  ensuite  les 
expressions  analytiques  de  ces  divers  couples  et  les  équa- 
tions différentielles  et  intégrées,  correspondant  à  chacune 
des  trois  inégalités,  qui  sont  chacune  à  part  soigneusement 
discutées  et  élucidées. 

Dans  le  calcul  du  couple  primitif,  on  a  fait  abstraction 
des  deux  couples  provenant  des  deux  couples  résultant  des 
rotations  de  la  terre  et  de  la  lune  chacune  autour  de  son 
axe  :  abstraction  permise  en  supposant  invariables  les 
directions  de  ces  axes  ;  mais  on  sait  que  l'axe  terrestre  a 
une  nutation  due  à  son  ménisque  et  qui,  influant  sur  le 
mouvement  de  la  lune,  y  produit  une  variation  en  latitude. 
La  variation  de  Tycho-Brahé  est  en  longitude. 

On  trouve  dans  Touvrage  du  bon  Père  Mersenne,  Har^ 
monia  (et  que  n'y  trouve-t-on  pas!),  les  relations  sui* 
vantes  entre  les  phases  lunaires  et  les  tons  musicaux. 


ANGLES. 

ConjoDctioo. .  .       o 

Demi-sextil..  .  3o 

Décil 36 

Octant,  octil . .  4^ 

Sextil 60 

Quintil 72 


36o 
36o 

=  I  tonique. 

36o  — 3o 
36o 

n 

12 

360-36 
36o 

q 
=  -^  ton  mineur, 

36o  -  45 

- 

36o 

-8' 

36o  — 60 
36o 

5,- 
=  jT  tierce  mineure, 

36o  —  72        L  , 

36o        =5  •««'<-•«  ™aj«'"re. 
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ANGLES. 

r\      J      *  ^^  —  QO  3 

Quadrature. . .     90  —       ^     =  j  quarte, 

Tredecil io8 

»,  .  36o  —  120       2 

^"" •^''  365— =  3  *»"■"'*' 

o  >  ofr^  36o — 135      5 

Sesquarre 1 35  r^ ==  s  sexte  mineure, 

000  o 

«•     •  .-1  /r  36o  — 144       3 

Biqumtil 144  ô^ — ^^  =  ^  sexte  majeure, 

^  .  ^  36o  —  i5o         I 

Qu.ncunx....   ,5o  360        =36' 

/%        ...  O  36o — 180       I 

Opposition ....   180  ^^- =  -  octave. 


KEPPLER  ET  WALLENSTEIN. 


Il  est  généralement  admis  que  Keppler  s'est  mis  au  ser- 
vice de  Wallenstein,  et  cela  en  qualité  à^astrologue.  Un 
document  qu'on  vient  de  découvrir  prouve  que  la  pre- 
mière assertion  est  complétemeut  fausse  et  des  lettres  de 
Keppler  prouvent  que  la  seconde  assertion  n'est  pas  plus 
vraie  que  la  première.  Tout  ceci  exige  quelques  expli- 
cations préliminaires.  En  i6i3,  Keppler  habitait  Prague 
en  qualité  d'astronome,  d'abord  de  l'empereur  Rudolphc 
qui  aimait  beaucoup  l'astronomie  et  très-peu  les  affaires, 
par  incapacité*,  et  ensuite  de  l'empereur  Matliias  qui  dé- 
trôna son  frère    Rodolphe  en  1611.  Les  appointements 
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étaient  rarement  payés  el  laissaient  Keppicr  toujours  dans 
la  gène.  Sous  Mathias  l'arriéré  se  montait  à  12000  flo- 
rins. De  sorte  que  Keppler  fut  obligé  d'accepter  une  chaire 
de   professeur  à  Linz,  où  il  resta  jusqu'à    1626,   mais 
toujours  avec  le  titre  d'astronome  impérial.  Vers  ce  temps, 
il  obtint  de  l'empereur  de  se  rendre  à  Ulm  pour  achever 
l'impression  des  Tables Rudolphines^  suspendue  pendant 
les  troubles  de  la  guerre  de  trente  ans,  dans  Linz  et  dans 
les  environs.  Cette  impression  terminée  en  1627,  il  de- 
manda où  il  devait  désormais  résider.  La  chancellerie  pa- 
rut vouloir  lui  indiquer  la  ville  de  Mecklembourg  (au- 
jourd'hui village)  dont  on  venait  de  faire  la  conquête,  et 
même  on  lui  assigna  sur  les  revenus  du  duché  de  Mecklem- 
bourg de  quoi  toucher  son  arriéré  ;  mais  en  ce  temps  Wal- 
lenstein,  duc  deFriedland,  acheta,  à  deniers  comptants, 
ce  duché  ainsi  que  le  duché  de  Sagan  en  Sîlésie,  et  l'em- 
pereur lui  en  accorda  l'investiture  en   1628.  Keppler, 
protestant,  ne  se  croyait  pas  très  en  sûreté  dans  les  États 
héréditaires  de  l'Autriche  ;  il  préféra  donc  se  rendre  dans 
les  domaines  de  Wallenstein  \  mais  choisit  en  1628  pour 
résidence  la  ville  de  Sagan,  où  le  duc  tenait  sa  cour.  On 
sait  que  ce  personnage  avait  une  confiance  servile  et  stu- 
pide  dans  les   prédictions  astrologiques  qui   n'ont  pas 
peu  contribué  à  sa  perte.  Or,  il  avait  à  son  service  l'astro- 
logue Zeno  5  mais  Keppler  n'a  jamais  cessé  d'être  au  ser- 
vice de  l'empereur.  C'est  ce  que  montre  un  document  que 
le  docteur  Michael,  professeur  au  gymnase  de  Sagan,  vient 
de  trouver  en  i858  dans  les  archives  de  cette  ville.  C'est 
un  ordre  que  donne  le  duc  à  Graben  de  Recheren,  son 
capitaine-gouverneur  du  duché  de  Sagan,  de  permettre  à 
Keppler,  mathématicien  de  S.  M,  Impériale,  d'habiter 
Sagan.  Voici  la  traduction   littérale  de  ce  document  : 
«  Noble  et  cher  serviteur,  par  ce  présent  vous  faisons 
w  connaître  que  le  mathématicien  de  S.  M.  Impériale, 
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»  le  très-honorable,  érainentissime  savant  Johan  Kepple- 

»  rus  désire  habiter  notre  ville  de  Sagan  ;  ce  que  nous  lui 

t>  accordons,  parce  que  c'est  un  homme  qualifié  et  très- 

»  expert  en  mathématique  et  en  astronomie;  c'est  pour 

u  cela  que  nous  vous  donnons  ordre  non -seulement  de 

»  lui  procurer  un  logement  commode  et  a  un  prix  mo- 

1»  déré,  mais  aussi  de  lui  prêter  aide  en  toute  occasion, 

B  et  qu'il  vous  soit  intimement  recommandé.  Votre  af- 

»  fectionné  avec  grâces  princières. 

{Suit  le  paraphe  du  duc.) 

»  Donné  à  Prague,  le  26  avril  1628.  » 

Voici  donc  maintenant  authentiquement  établi  que  ja- 
mais Keppler  n'était  astrologue  de  Walleustejn;  il  est 
vrai  que  le  duc  lui  payait  une  solde,  mais  en  quelque  sorte 
à  titre  de  restitution.  Voici  le  motif.  L'empereur  avait 
donné  un  écrit  à  Keppler  par  lequel  les  villes  impé- 
riales de  Kempten ,  Nuremberg ,  Memmingen  devaient 
lui  fournir  6000  florins  pour  les  frais  d'impression  des 
Tables  Rudolphines.  Nuremberg  était  taxé  à  4000  florins; 
maïs  Wallenslein  s'opposa  au  payement.  De  sorte  qu'il 
voulut  réparer  cette  opposition  en  accordant  une  sub- 
vention. 

Venons  à  Tastrologiç.  Dans  ses  Tables  on  lit  : 

«  L'astrologie  n'est  pas  digne  qu'on  y  perde  son  temps; 
M  mais  les  gens  ont  l'opinion  chimérique  qu^elIe  convient 
))  à  un  mathématicien.  » 

Interrogé  pourquoi  la  publication  des  Tables  Rudol- 
phines souffrait  tant  de  retard,  il  répond  : 

«  C'est  pour  ménager  l'honneur  de  l'empereur,  car 
»  tous  ses  ordres  de  payement  me  laisseraient  mourir  de 
»  faim;  j'écrivis  donc  forcément  de  misérables  calen-^ 
»  drîers  avec  des  pronostics;  cela  vaut  mieux  que  de 
»  mendier.  » 
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Et  ensuite  : 

a  1  .es  chambellans  me  laissent  dans  rembarras,  Tas- 
»  tronomie  est  obligée  de  chercher  protection  chez  la 
»  prostituée,  sa  prétendue  sœur  Tastrologie.  Aussi  mon 
»  éditeur  s'attache  à  faire  disparaître  toutes  mes  pré- 
»  dictions.  » 

Les  deux  assertions  dont  il  est  question  au  commen- 
cement de  cet  article  sont  donc  radicalement  détruites. 
Ces  deux  taches  dans  la  vie  du  grand  homme  sont  complè- 
tement effacées.  (^5*r.iVac/4.,n"ii78,p.  19, t. L;  iSSp.) 

M.  Michael  a  fait  cette  communication  à  A.  de  Hum.- 
boldt  qui  a  chargé  M.  Bruhns,  connu  par  sa  comète  pe*- 
riodique,  d'en  faire  part  aux  Astronomische  Nachrichten. 

Tous  les  papiers  de  Keppler  sont  réunis  à  l'observatoire 
de  Pulkova.  M.  Otto  Struve  vient  de  publier  à  Saint-Pé- 
tersbourg trois  lettres  de  Wallenslein  à  Keppler.  Elles 
confirment  que  l'astronome  n'a  jamais  été  au  service  du 
prince,  mais  il  régnait  entre  eux  une  intimité  fondée  sur 
des  motifs  astrologiques.  M.  Struve  rapporte  même  deux 
prédictions  in  extenso.  On  sait  le  cas  que  faisait  Keppler 
de  ces  misères,  seuls  moyens  qu'on  lui  laissait  pour  lutter 
contre  la  misère.  On  voit  aussi  par  cette  correspondance 
que  le  prince  se  doutait  de  la  perfidie  du  roi  de  Hongrie 
devenu  empereur  sous  le  nom  de  Ferdinand  III  et  fidèle 
à  la  politique  autrichienne  :  embrasser  pour  étouffer  (*). 

Note,  M.  Le  Bègue  vient  de  confier  aux  presses  de 
M.  Mallet-Bachelier,  hors  ligne  pour  les  sciences  exactes, 
un  Commentaire  étendu  sur  les  Disquisitiones  avec  les 
travaux  subséquents  de  Gauss,  Jacobi,  Eisenstein,  Di- 
richlet,  etc.  A  paraître  en  1862.  M.  le  prince  de  Polignac 
se  charge  des  frais  d'impression. 


(*)  Wallenstein,  Sobiesky,  Napoléon  I®*". 

PtuUetin  mathématique,  i.  VU.  (Novembre  i86i.)  1 1 
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BISTORIQllE  M  U  LOGOGYCLIQUE; 

D'apeâs  m.  Ba&naba  TORTOLINI. 
Ann.  ai  Mai,  para  ed  applieàta,  U  III,  sept  etoct.  1860. 

Voîcî  la  liste  par  ordre  chronologique  des  ouvrages  où 
l'on  trouve  soit  des  problèmes  dont  la  solution  mène  à  la 
construction  de  la  logocyclique,  soit  l'équation  de  cette 
courbe. 

1748.  Marîa-Gaetana  Agbbsi.  Istiiuzioni  anolitichcy 
1. 1,  p.  378.  Milan'6. 

1757.  Gregorius  Casali.  InstituU  Bononiensis  Com- 
mentarii,  t.  IV,  p.  i3.  Bononiae. 

1765.  RiGCATi  et  Saladini.  Institutiones  analyticœ, 
1. 1,  p.  3a8,  problema  nonum*  Bononiae. 

1819.  QuETELET.  Dissertatîo  de  quibusdam  locis  geo- 
metricis  nec  non  de  cuivafocali*  Gand. 

1823.  Edmundos  Kulp.  Hœssus.  Mannhemii. 

1844.  MiDY.  Nouvelles  Annales,  t.  III,  p.  293  (dé- 
duit du  folium  de  Descartes). 

1846.  MoNTUCci.  Nouifelles  Annales^  t.  V,  p.  470 
(sous  le  nom  de  strophoïde). 

1858  et  1859.  Booth.  Quarterly  Journal  of  Mathe- 
matîcs,  nôvenàbre  i858,  n°  9,  p.  38;  mai  1859,  n®  10, 
p.  127.  London.  M.  Booth  est  le  premier  qui  ait  décou- 
vert les  relations  de  cette  courbe  avec  le  cercle  et  la 
logarithmique  et  lui  ait  donné  par  cette  raison  le  nom  de 
logocyclique. 
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1860.  Nout^elles  Annales,   t.   XIX,  p.  28. 
Le  Mémoire  de  M.  Tortolînî  renferme  d'autres  rensei- 
gnements bibliographiques  très-in^^tructifs. 


BDLIOGRAPUE. 


JoURfiAX  FUR  DIE  ReINE    UNO  AnGEWANDTB   MatHEMATIK 

(GrellbtBqeciurdt,  t.  LIX,  3®  cahier,  186 1.) 

(ToIrp^M). 

Géométrie. 

JoAGHiMSTHÀL  (p.  1 1  i-i  24) •  Nombrc  de  normales  réelles 
.  abaissées  d'un  point  donné  sur  un  ellipsoïde. 

L'auteur  résout  la  question  à  Faide  de  ces  trois  lemmes, 
qu'il  démontre. 

Lemme  /.  a,  j3,  y,  5  étant  les  racines  d'une  équation 
bi quadratique  ayant  des  racines  réelles  oc  et  P,  posons 

Si  A  est  positif,  les  quatre  racines  sont  réelles,  et  si  û 
est  négatif,  il  n'y  a  que  deux  racines  réelles. 

Si  A  est  nul,  l'équation  a  des  racines  multiples.  Dans 
la  question  des  normales,  lorsque  A  =  o,  chaque  point 
de  la  développée  doit  donner  deux  racines  coïncidant^ 
Téquation  biquadratique  de  la  développée  doit  renfermer 
A  comme  facteur,  et  M.  Cauchy  a  prouvé  que  si  l'on  a 
réquation 
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alors 

J  =  ae  —  6bd-^  3c^j     Ji  =  ace  —  ûd*  -—  e6*  —  2 c-*  H-  2 bcd. 

Lemme  II. 

U  ==  o,     U.  =  o 

étant  les  équations  de  deux  coniques, 

U-f.>U»  =  o 

l'équation  d*une  conique  passant  par  Pintersection  des 
deux  coniques,  si  l'on  détermine  X  de  manière  que  cette 
dernière  équation  soit  le  produit  de  deux  facteurs  li- 
néaires, \  dépend  d'une  équation  du  troisième  degré. 
Connu. 

Lemme  111.  Soient 

(f  fonction  entière  de  11  ^  V  une  fonction  de  u  telle,  qu  on 
ait  la  relation 

ç  — V(j>'-+-/  =  oj 

aei  b  deu^  nombres  quelconques  et  a<^by  on  suppose 
que  dans  cet  intervalle  V  et  cj>"  restent  finis  et  que  cp  ne 
change  ni  de  signe  ni  ne  devienne  nul.  Alors,  i®  (f  n'aura 
p^s  de  racines  multiples;  2^  Téquation 

ff{u)=0 

aura  autant  de  racines  réelles  que  la  série  cp  (a),  f  '  (a), 
?'  («)  présentera  plus  de  changements  de  signes  que  la 
série  cj  (i),  cp'  (i),  cp''  (i),  ainsi  au  plus  deux. 

L'auteur  applique  ce  lemme  à  une  certaine  équation 
(lu  huitième  degré  et  parvient  à  ce  résultat  final. 

Soient  Fi  la  surface  lieu  des  extrémités  des  plus  grands 
rayons  de  courbure  principaux;  F,  la  surface  lieu  des 
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extrémités  des  plus  petits  rayons  de  courbure  principaux  ; 
si  le  point  donné  est  dans  l'espace  commun  aux  deux 
surfaces,  on  pourra  mener  six  normales  réelles;  si  le 
point  est  dans  Tune  de  ces  surfaces  seulement,  on  ne 
pourra  mener  que  quatre  normales  réelles,  et  s'il  e*t 
hors  des  deux,  il  n'y  a  lieu  qu'à  des  normales  réelles. 

Ce  résultat  est  analogue  à  ce  qui  a  lieu  pour  Fellipse, 
selon  la  position  du  point  d^où  partent  les  normales  re- 
lativement à  la  développée. 

Â.  Clbbsch  (p.  ia5-i45).  Sur  les  courbes  du  quatrième 

ordre. 

On  sait  que  chaque  courbe  de  degré  hb,  n  —  i  polaires 
(Bobillier)  \  la  première  polaire  du  degré  quatrième  est 
de  troisième  degré  et  a  deux  invariants  que  nous  désigne- 
rons par  S  et  T-,  S  est  du  quatrième  et  T  du  sixième  degré. 
Nommons  déterminant  polaiiT.  la  courbe  que  l'on  obtient 
en  égalant  à  zéro  le  déterminant  d'une  polaire;  S  =  o 
est  le  lieu  des  pôles  dont  les  déterminants  polaires  se  ré-»- 
duisent  à  des  triangles  •,  T  =  o  est  le  lieu  des  pôles  dont 
les  polaires  et  les  déterminants  polaires  ont  cette  relation 
de  réciprocité,  savoir  les  tangentes  d'inflexion  de  l'une 
de  ces  courbes  touchent  l'autre  courbe. 

Posons 

R  =  r  — S^ 

R  sera  du  douzième  degré,  R  =  o  est  le  lieu  des  pôles 
dont  les  polaires  ont  un  double  point;  le  lieu  de  ces 
doubles  points  du  sixième  degré  passe  par  les  points  d'in- 
flexion de  la  courbe  du  quatrième  degré  et  est  l'invariant 
de  la  seconde  polaire. 

Les  trois  courbes  R,  S,  T  jouent  un  rôle  très-impor- 
tant dans  les  lignes  du  quatrième  ordre,  et,  en  se  fondant 
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sur  ce  principe  évident  que  les  in\fariants  (*)  àe  diverses 
polaires  d'une  courbe  de  degré  n  sont  les  covariants  de 
cette  dernière  courbe,  Tauteur  établit  les  propriétés  des 
polaires,  points  d'inflexion,  de  rebroussement,  etc.,  que 
Iç  savant  géomètre  Painvin  fera  connaître  aux  géomètres 
français. 

SiEBEGK,  à  Liegnitz  (p.  I7?*i84)»  Sur  une  espèce  de 
courbes  du  quatrième  degré  qui  ont  des  relations  avec 
les  fonctions  elliptiques. 

C'est  la  continuation  d'un  Mémoire  inséré  dans  le 
t.  Lin,  p.  359,  du  Journal. 

Étant  donnée  une  conique,  le  lieu  du  point  d'où  Ton 
voit  une  conique  sous  le  même  angle  ou  sous  son  supplé- 
ment est  une  de  ces  espèces  de  courbes. 

Théorème  7.  Si  un  point  se  meut  dans  un  plan  de  ma-' 
uière  qu  une  conique  à  centre  donnée  est  vue  de  ce  point 
sous  un  angle  fx  réel  ou  imaginaire,  il  existe  encore  une 
seconde  conique  vue  d^  ce  point  sous  un  angle  constant 
ljJ\  si  la  première  conique  est  une  ellipse,  la  seconde  est 
une  hyperbole,  et  vice  versa;  les  axes  principaux  coïnci- 
dent, l'axe  focal  de  Tune  peut  coïncider  avec  l'axe  irans- 
versc  de  l'autre.  Les  quatre  foyers  réels  et  les  quatre  foyers 
imaginaires  de  deux  coniques  sont  les  foyers  de  l'orbite 
décrite  par  le  point 5  e,  e'  étant  les  distances  des  foyers 
réels  aux  centres  respectifs,  on  a 

tang'fA  é^ 


(*)  Bonne  nouvelle!  La  Théorie  des  Dêierminanls,  de  Baltzer,  si  renom- 
mée pour  sa  didactique  siniplicilé,  vient  de  sortir  des  élégantes  et  fécondes 
presses  Mallel-Bachclicr,  traduction  Hou el,  fidélité  garantie.  Nous  en  par- 
lerons prochainement. 
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Théotcme  II.  Si  un  point  se  meut  dans  un  plan  de 
manière  qu'une  hyperbole  équilatère  donnée  soit  vue  de 
ce  point  sous  un  angle  constant,  si  cet  angle  est  imagi- 
naire, il  exist<3  sur  Taxe  focal  deux  points  fixes  tels,  que 
le  produit  des  dislances  du  point  mobile  à  ces  deux  points 
est  constant;  si  cet  angle  est  réel,  les  deux  points  fixes 
sont  sur  le  second  axe. 

Théorème  III.  Si  une  droite  se  meut  dans  le  plan 
d'une  conique  de  telle  sorte  que  le  segment  intercepté 
par  la  conique  soit  vu  du  centre  sous  un  angle  constant 
(réel  ou  imaginaire),  il  existe  encore  une  seconde  co- 
nique où  le  segment  intercepté  est  vu  sous  un  angle 
constant,  les  axes  principaux  des  deux  coniques  coïn- 
cident, les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre 
d'une  de  ces  coniques  sur  la  droite  mobile  sont  sur 
une  courbe  du  quatrième  degré  de  l'espèce  mentionnée. 


SUR  L'ORTHOGRAPHE  DD  NOM  DE  CLAIRAUT; 

Par  un  anonyme. 


Un  article  consacré  à  la  dynastie  Clairaut,  page  49  du 
Bulletin  bibliographique,  se  termine  ainsi  : 

«  Quelle  est  la  vraie  orthographe  du  nom?  est-ce 
Clairaut  ou  Clairault?  » 

Nous  avons  sous  les  yeux  les  ouvrages  suivants  : 

La  a®  édition  de  la  Théorie  de  la  Lune,  publiée  chez 
Desaint.  Paris,  1765.  Elle  contient  une  dédicace  adressée 
au  duc  de  Choiseul  et  un  avertissement  de  l'auteur  qui 
prouve  qu'il  a  surveillé  lui-même  cette  a^  édition. 
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La  3**  éditioii  des  Éléments  d* Algèbre,  publiée  chez 
Durand.  Paris,  1760. 

Une  traduction  allemande  de  ces  Eléments,  publiée 
chez  Nicolaï.  Berlin,  175a. 

Une  édition  des  Éléments  de  Géométrie,  publiée  chez 
Durand  neveu.  Paris,  1765.  Elle  contient  une  dédicace 
adressée  au  comte  de  Maurepas. 

Dans  chacun  de  ces  quatre  ouvrages  le  nom  est  écrit 
Clairaut. 

Dans  les  Mémoires  de  l'abbé  Morellet,  ce  même  nom 
est  toujours  écrit  Clairault.  On  trouve  à  la  page  120  du 
P**  volume  de  ces  Mémoires  les  passages  suivants  : 

tt  M.  de  Montigny  m'avait  fait  aussi  connaître  Clai- 
^  rault,  chez  qui  nous  dînions  quelquefois  avec  une  de- 
»  moiselle  G. . .  qui  demeurait  chez  lui^  parce  que,  en 
»  homme  laborieux  et  appliqué,  il  voulait  avoir  sous  la 
»  main  toutes  les  choses  dont  il  avait  besoin. 


))  Il  lui  avait  enseigné  assez  de  calcul  pour  qu'elle  put 
Taider  dans  ses  études  astronomiques. 


» 


»  Je  faisais  des  chansons  pour  le  géomètre  et  sa  so- 
»  ciétéj  je  conserverai  ici  deux  couplets,  les  seuls  dont 
»  je  me  souvienne  : 

Clairault  emporté  dans  les  cieux, 
Au  plus  haut  de  son  apogée, 
Est  moins  admirable  à  mes  yeux 
Qu'avec  nous  à  son  périgée  ; 
Il  ne  perd  rien  de  mes  respects, 
I^rsqu*en  suivant  ma  théorie, 
Il  substitue  à  ses  j"  grecs 
Un  moment  de  folie. 


Parmi  des  mondes  inconnus^ 
Quand  il  a  fourni  sa  carrière, 
On  dit  qu'il  s'arrête  à  Vénus 
Avant  de  descendre  à  la  Terre. 
Mais  l'Amour  y  conduit  ses  pas 
Au  lieu  de  la  chaste  Uranie, 
Et  ce  Dieu  ne  calcule  pas 
Les  moments  de  folie. 

Note  du  Rédacteur.  Voltaire,  dans  TÉpître  à  madame 
du  Chateletqui  précède  sa  tragédie  ai  Alzire^  écrit  (i  736)  : 

«  L'esprit  philosophique  fait  tant  de  progrès  en  France 
»  depuis  quarante  ans,  que  si  Boileau  vivait  encore,  lui 
»  qui  osait  se  moquer  d'une  femme  de  condition  parce 
))  qu'elle  voyait  en  secret  Roberval  et  Sauveur,  il  se- 
»  fait  obligé  de  respecter  et  d'imiter  celles  qui  pro- 
»  fîtent  publiquement  des  lumières  des  Maupertuis^  des 
))  Réaumur,  des  Mairan,  des  du  Fay  et  des  Clairault.   » 

Il  parait  que  la  vraie  orthographe  est  Clairault  avec 
la  lettre  /.  Poggendorff  écrit  dans  son  Dictionnaire 
Clairault.  Possède-t-on  un  autographe? 

Si  Voltaire  vivait  encore,  que  dîrait-il  de  notre  philo- 
sophie, de  notre  littérature? 


AVIS. 


Nous  engageons  les  Professeurs  qui  veulent  se  délasser 
de  la  monotonie  de  l'enseignement  rudimentaire  à  lire  la 
Notice  sur  les  petites  planètes  que  vient  de  publier 
M.  Lespiault,  professeur  à  Bordeaux.  Érudition  germa- 
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nique,  élégance  française,  sublimité  astronomique,  tout 
est  réuni  dans  cet  opuscule  instructif. 

M.  Rurat,  professeur  provisoire  au  lycée  Louis-le- 
Grand,  a  collaboré  â  cette  attrayante  production  dont 
les  hypothèses  ne  semblent  pas  être  dénuées  de  probabi- 
lité. Un  astronome  attaché  à  TObservatoire  impérial  veut 
bien  en  rendre  compte. 
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